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Apresentacdo

Prezado Estudante,

O presente texto pretende servir de apoio aos seus
estudos de preparacdao ao Processo Seletivo dos Cursos
Técnicos Integrados de Educacao Profissional e Tecnoldgica do
CEFET/MG.

Aqui encontram-se o0s conteudos do programa de
Matematica referentes principalmente a parte de Geometria.
Mais especificamente, aos itens 2, 6, 7 e 8 do Conteudo
Programatico para a Educacdao Profissional Técnica de Nivel
Médio Integrada, conforme edital do ano de 2020.

A teoria é apresentada em capitulos. Cada um deles
contém, principalmente, questdes de processos seletivos
anteriores do CEFET, selecionados das provas de 2005 a 2020.

Bons estudos!
O autor
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Capitulo 1 : Razdes, Proporg¢oes, Numeros Diretamente e Inversamente
Proporcionais

1.1. Razdo

O conceito de razao estd ligado a ideia de “divisao” entre duas grandezas.
Damos o nome de GRANDEZA, na matemadtica, a tudo aquilo que pode ser medido
ou contado. A razdo entre elas nos da a no¢do de quantas vezes uma “cabe” dentro
da outra, ou quantas unidades de uma temos para tantas unidades da outra.

Exemplo 1 : Se uma pessoa tem uma renda mensal de R$2.000,00 e gasta
R$600,00 mensais com alimentac3o, a razdo de seu gasto alimentar mensal para a
sua renda sera de :

600 3

2000 10

Numa razdo, o termo de cima é o ANTECEDENTE e o de baixo é o
CONSEQUENTE. Uma propriedade interessante é que, ao dividir-se antecedente e
consequente pelo mesmo valor, ndo alteramos a razdo. Isso chama-se SIMPLIFICAR.
No exemplo acima, dividimos antecedente e consequente por 200.

O valor acima nos mostra, por exemplo, que o saldrio da pessoa é mais de
trés vezes o que ela gasta com alimentacao, pois 3 “cabe” mais de trés vezes em 10
(nogdo de quantas vezes uma grandeza “cabe” na outra). Numa outra interpretacao,
podemos dizer que, de cada dez reais do salario desse individuo, trés reais sao
gastos com alimentacao.

Multiplicar ambos os termos pelo mesmo valor também ndo altera a razao
(pois multiplicar nada mais é do que dividir pelo inverso). Aqui, poderiamos

. . . 30
multiplicar ambos os termos por 10 e ver que a razdo é equivalente a Tog- S5O quer

dizer que, de cada cem reais do salario, gasta-se trinta com alimentacdo. As razdes
de denominador 100 podem ser expressas pelo antecedente seguido do simbolo (%).
Desse modo, poderiamos dizer apenas que 30% do salario da pessoa é gasto com
alimentag¢do. Mas o conceito de porcentagem sera visto mais a frente.

1.2. Proporgao

Chamamos de PROPORCAO uma sentenca que expressa a igualdade de duas

~ L ~ 600 3 ~
razoes. No primeiro exemplo, temos a proporcao : 7000 = 10" Os termos 600 e 10 sao

chamados de EXTREMOS da proporcdo. Ja os termos 2000 e 3 sdo os MEIOS dela.
Uma propriedade interessante é que, em qualquer proporc¢ao, o produto dos meios

é igual ao produto dos extremos. Na exemplo citado, vemos, realmente, que :
2000 x 3 =600 x 10

Esta propriedade é muito util para calcular termos desconhecidos em
proporcoes.
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Exemplo 2 : Calcule o valor de x e o termo desconhecido em cada uma das

proporgodes :
2x 24
a) —=—
5 15
Resolugdo : Pela propriedade estudada, temos :
120
2x><15=5><24=>30x=120=>x=5=4

Resposta : x = 4 e o termo desconhecido da proporgao é 8.

4 20
b) -=
3 4x-9
Resolugdo :

4(4x —9) =3%x20=>16x—-36=60=>16x =96 =>x =6
Observe que este valor de x ndo zera o ultimo extremo (condicdo de

A . 9
existéncia da equacdo é x # Z)'

Resposta : x = 6 e o termo desconhecido da proporg¢do é 15.

1.3. Numeros Diretamente Proporcionais

Conceito : Dizemos que os valores yq,Vs,...,Y, Sao DIRETAMENTE

PROPORCIONAIS aos valores x4, x5, ..., X, quando temos : % = % == z—"
1 2 n

=a.

Exemplo 3 : Os numeros 12,15 e 18 sdao DIRETAMENTE PROPORCIONAIS aos
numeros 4,5 e 6, pois :%=3,1?5= 3e%=3, ou seja :%=§=%=3. Esta

constante a € a CONSTANTE DE PROPORCIONALIDADE DIRETA entre os numeros.
Neste exemplo, a = 3.

Exemplo 4 : Os numeros 12,8 e 10 sao DIRETAMENTE PROPORCIONAIS aos

, . 12 28 2 10 2 2
numeros 30, 20 e 25, pois: — = =, — = - e — = -. Nesse caso, temos a = -.
30 5'20 5 25 5 5

Exemplo 5 : Os nimeros 6,14 e 22 NAO s3o diretamente proporcionais aos

’ 6 1 14 1 22 1
nimeros 18,42 e 44. Apesar de — = - e — = -, temos que — = —.
18 3 42 3 44

Um problema de grande interesse pratico consiste em dividir um certo total

dado em partes diretamente proporcionais a um grupo de valores. Nos exemplos a
seguir veremos como fazer esta divisao.

Exemplo 6 : Dividir o nimero 288 em partes diretamente proporcionais a 5, 8
e l1.

Resolugdo : Chamemos as partes em que o total sera dividido de x,y e z.
Como o total das partes é 288, temos que x + y + z = 288. Além disso, temos que
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. . . . X zZ
as partes devem ser diretamente proporcionais a 5, 8 e 11, ou seja o= % = =a

Com isso, formamos o seguinte sistema de equagdes :

x+y+z=288
X y z
8

X
— a’
5

E assim :x = 5a,y = 8a e z = 11a. Substituindo na primeira equagdo do
sistema :

288
5a+8a+11a=288:>24a=288:>a=ﬁ:>a=12

Voltando as igualdades para x, y e z, temos :
x=5%X12=60,y=8%Xx12=96ez=11%x12 =132
Resposta : As partes sao 60, 96 e 132.

A divisdo em partes diretamente proporcionais é muito utilizada em
problemas em que se tem alguma espécie de “sociedade” entre os envolvidos. Um
exemplo é a situacdo seguinte, em que um grupo de 4 amigos fez um servico em
conjunto e o valor total recebido devera ser dividido em partes proporcionais ao
tempo que cada um se dedicou.

OBS : Ao invés de dizer “divisdio em partes diretamente proporcionais”,
podemos dizer apenas “divisdo em partes proporcionais”.

Exemplo 7 : Julio, Jodo, Pedro e Paulo se comprometeram a pintar um
apartamento dividindo o servico. O tempo total de servico foi dividido entre eles da
seguinte forma : Julio trabalhou 5 horas, Jodo trabalhou 6 horas, Pedro pintou por 4
horas e Paulo, 3 horas. Ao final, nada mais justo que a quantia arrecadada com o
servico fosse dividida entre eles em partes proporcionais as horas trabalhadas por
cada um. Quanto cada um deles deve receber, se o proprietario do apartamento
pagou um total de RS 1.080,00?

Resolugdo : Chamemos as partes dex,y,zet. Temos quex +y+z+t =

1080e£=z=5=£=a.Temos,entéo,osistema:
5 6 4 3
x+y+z+t=1080
x Yy z t
5 6 4 3 ¢

Da segunda equagdo, tiramos : x =5a,y=6a,z=4aet=3a . E,
substituindo na primeira :
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1080

5a+6a+4a+3a=1080:>18a=1080:>a=1—8=60

logo :x=5%x60=300,y=6%xXx60=360,z=4%x60=240et =3 X
60 = 180.

Resposta : Julio recebeu R$300,00; Jodo recebeu R$360,00; Paulo ganhou
R$240,00 e Pedro, R$180,00.

1.4. Numeros Inversamente Proporcionais

Conceito : Dizemos que os valores yq,Vs,...,Y, Sao INVERSAMENTE
PROPORCIONAIS aos valores x4, x5, ..., X, quando temos : y;.X;{ = Y,. Xy = ++ =

Yn-Xn = P.

Exemplo 8 : Os numeros 2,5,3 e 8 sdo INVERSAMENTE PROPORCIONAIS aos
numeros 60,24,40 e 15, pois : 2 X 60 =120,5%x 24 =120,3 x40 =120e8 x
15 =120,0useja:2x60=5x%x24=3x%x40=8x15=120. Essa constante p é
a CONSTANTE DE PROPORCIONALIDADE INVERSA entre os numeros. Nesse exemplo,
temos p = 120.

Exemplo 9 : Dividir o numero 620 em partes inversamente proporcionais a
2,3eb5.

Resolugdo : Chamemos as partes de x,y e z. Temos que x +y + z = 620.
Além disso, como essas partes sdo inversamente proporcionais a 2,3 e 5, temos :
x.2 =y.3 = 2.5 =p. Logo, formamos o sistema de equacgdes :

{x+y+z=620
2x=3y=5z=p

Da segunda equagdo, podemos escrever :2x =p = x = g, 3y=p=>y=

P esz= p=>z= g. Substituindo na primeira equacao, temos :

3
p p p
P PP _ 620
2 t37T s

15p +10p + 6p _ 620 X 30

30 30
31p = 620 x 30
626 % 30
p e

Assim : x = =2 = 300,y = 2> = 200 e z = 2> = 120.

Resposta : As partes sdao 300, 200 e 120.

Exemplo 10 : A dona de uma loja resolveu distribuir um lucro extra de
RS4.500,00 entre suas trés funciondarias : Mariana, Joana e Patricia. Para tentar ser
justa, resolveu que esta distribuicdo seria em partes inversamente proporcionais ao
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numero de faltas da cada funcionaria naquele ano. Se Mariana faltou 3 vezes, Joana
faltou 8 vezes e Patricia, 6 vezes, quanto coube a cada uma?
Resolugdo : Chamemos as partes em que a quantia foi dividida de x,y e z.
Temos, entdo, o sistema de equagdes :
x+y+2z=4500
{x.S =y.8=z.6=p

Da segunda equagdo, tiramos : x = g,y =§ ez= %. Substituindo na
primeira :
p P P
—+—=+4+—==4500
3 * 8 N 6
8p+3p+4p 4500 x 24
24 24

15p = 4500 x 24

4;50652024
= T 300 x 24 = 7200
p 15

Logo:xz@zmoo,y:zﬂ:%wz = 1200

Resposta : Mariana recebera R$2.400,00; Joana ganhara R$900,00 e Patricia,
RS$1.200,00.

__ 7200

Exercicios Propostos

1) Divida o nimero 1920 em partes diretamente proporcionais a 4,8 e 3.
2) Divida o numero 1500 em partes inversamente proporcionais a 4 e 6.

3) (CEFET/MG - 2015) Trés pessoas A, B e C, ao criarem uma empresa,
investiram, respectivamente, RS 200.000,00; RS 300.000,00 e RS
500.000,00 e firmaram o compromisso de que todo lucro mensal devera
ser dividido entre elas proporcionalmente ao capital investido por cada
uma. No més em que a empresa obteve um lucro de RS 540.000,00 o
valor que B recebeu, em reais, foi de :

a) 54.000 c) 180.000
b) 162.000 d) 270.000

4) (CEFET/MG - 2011) Uma heranca de RS 60.000,00 foi dividida entre trés
filhos A, B e C, de maneira inversamente proporcional as respectivas
idades 10, 15 e 18 anos. A quantia, em reais, que o filho B recebeu foi :

a) 12.000 c) 18.000
b) 14.000 d) 27.000

5) (CEFET/MG — 2005) O produto de trés nimeros é 648. Sendo esses
numeros proporcionais a 2, 3 e 4, sua soma é igual a :
a) 30 c) 18
b) 27 d) 9
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6) (CEFET/MG — 2020) Julia e Marcos fizeram uma prova para proficiéncia
em lingua inglesa. A razao entre a nota de Julia e o nimero 8 e a razao
entre a nota de Marcos e o nimero 27 sao diretamente proporcionais a
uma mesma constante. Se a soma das notas de ambos é 455, afirma-se
corretamente que a nota N;, de Julia, estd no intervalo :

a) 40< N; <60
b) 40 < N; <80
c) 40 < N; <100
d 40 < N; <120
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Capitulo 2 : Regra de Trés
2.1. Grandezas Diretamente Proporcionais

Na matemadtica, damos o nome de GRANDEZA a tudo aquilo que pode ser
medido ou contado.

Analisemos a seguinte situacdo : Na padaria do bairro de Alberto, vende-se
pdo ao prego de RS 6,00 o quilo. Chamando de y a grandeza “preco pago” (em reais)
e de x a grandeza “peso de pdo” (em kg), temos que a tabela a seguir mostra a
dependéncia entre elas :

x (kg)

0,250

0,500

1,000

2,000

3,000

y (R9)

1,50

3,00

6,00

12,00

18,00

Podemos observar que :

e Dobrando-se o peso comprado (passando-se, por exemplo, de
0,250 kg para 0,500 kg), o prego também dobra (passa de 1,50 para
3,00);

e Triplicando-se o peso (passando-se, por exemplo, de 1,000 kg para
3,000 kg), o prego também triplica (passa de 6,00 para 18,00);

e Dividindo-se o peso por 4 (passando-se, por exemplo, de 2,000 kg
para 0,500 kg), temos que o pre¢o também sera dividido por 4 (passa
de 12,00 para 3,00).

Em geral, ao multiplicar-se o peso por w (comw > 0), o preco também fica
multiplicado por w.
Podemos observar também que a sequéncia de numeros
1,50; 3,00; 6,00; 12,00; 18,00 é DIRETAMENTE PROPORCIONAL a sequéncia de
numeros 0,250; 0,500; 1,000; 2,000; 3,000; pois :
1,50 3,00 6,00 12,00 18,00
0,250 0,500 1,000 2,000 3,000
A féormula que relaciona as duas grandezas é y = 6x.

6=a

Dizemos que a grandeza “preco pago” é DIRETAMENTE PROPORCIONAL a
grandeza “peso de pdao” comprado. Desse modo, podemos dizer que duas grandezas
sdao DIRETAMENTE PROPORCIONAIS quando mantém qualquer uma das
caracteristicas abaixo :

e Multiplicando-se uma delas por w (com w # 0), a outra também fica
multiplicada por w;
e A sequéncia de valores de uma é DIRETAMENTE PROPROCIONAL a

sequéncia de valores correspondentes da outra, ou seja :% = % =
1 2
e — y_n e a;
Xn

e Relacionam-se por férmula do tipo y = ax.

10
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2.2. Grandezas Inversamente Proporcionais

A distancia entre as cidades A e B é de 240 km. Uma pessoa faz, de carro, o
percurso entre estas duas cidades, “tentando” desenvolver uma velocidade de
modulo constante durante todo o trajeto. A tabela abaixo mostra a relagdo entre as

grandezas “velocidade” (em km/h) e “tempo de viagem” (sabemos que t = %) :

Velocidade 40 50 60 80 100
(km/h)
Tempo (h) 6 4,8 4 3 2,4

E possivel observar que :
e Dobrando-se a velocidade do carro (passando-se de 40 km/h para 80
km/h, o tempo de viagem se reduz a metade (passa de 6h para 3h);
e Dividindo-se a velocidade por 2,5 (passando-se de 100 km/h para 40
km/h), o tempo de viagem fica multiplicado por 2,5 (passa de 2,4h
para 6h);

Em geral, ao multiplicar-se a velocidade por w (comw > 0), o tempo fica
multiplicado por %
Podemos também observar que a sequéncia de numeros 6;4,8;4; 3;2,4 é
INVERSAMENTE PROPORCIONAL a sequéncia 40, 50, 60,80, 100, pois :
6xXx40=48%x50=4x60=3%x80=24%x100=240=p

. . , 240
A férmula que relaciona as duas grandezas é t = -

Dizemos que a grandeza “tempo de viagem” é INVERSAMENTE
PROPORCIONAL a grandeza “velocidade”. Desse modo, podemos dizer que duas
grandezas sdo INVERSAMENTE PROPORCIONAIS quando mantém qualquer uma das
caracteristicas abaixo :

e Multiplicando-se uma delas por w (com w #0), a outra fica
multiplicada por %;

e A sequéncia de valores de uma é INVERSAMENTE PROPROCIONAL a
sequéncia de valores correspondentes da outra, ou seja :y;.x; =
V2 Xo =" = Yn-Xn =D,

e Relacionam-se por férmula do tipoy = g.

2.3. Regrade Trés Simples

Os problemas de REGRA DE TRES SIMPLES, como o préprio nome diz,
fornecem trés informacdes para que se calcule um quarto valor desconhecido. Os
problemas envolvem sempre duas grandezas, que sdo diretamente ou inversamente
proporcionais.

11
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Exemplo 1 : Uma familia de 4 pessoas consome, em média, 7 quilos de arroz
por més. Entdo, qual serda o consumo médio mensal de arroz de uma familia de 11
pessoas?

Resolugdo : Neste problema, temos duas grandezas envolvidas : NUMERO DE
PESSOAS NA FAMILIA e CONSUMO MENSAL DE ARROZ (kg). Por uma anlise
empirica, vemos que estas grandezas s3ao DIRETAMENTE PROPORCIONAIS.
Realmente, aumentando-se o nlimero de pessoas na familia, é esperado que o
consumo de arroz aumente NO MESMO FATOR! Podemos organizar as informacdes
do problema no quadro a seguir :

N° de Cons. de
Pessoas | arroz (kg)
4 7

11 X

Observe que chamamos a quantidade (em kg) de arroz consumida pela
familia de 11 pessoas de x. As setas no mesmo sentido representam o fato de que as
grandezas sdo diretamente proporcionais (quando sdo inversamente proporcionais,
indicamos por setas em sentidos opostos). Se as grandezas sdao DP, podemos montar
uma proporg¢dao com os dados do quadro, na ordem em que aparecem. Isso vem do
fato de que os valores de uma grandeza sdao numeros DP aos valores da outra.
Escrevendo a igualdade dos numeros DP e utilizando algumas propriedades,
podemos mostrar que os valores das grandezas satisfazem a proporgao :

Uma propriedade das proporgdes diz que o produto dos meios é igual ao
produto dos extremos. Assim :

* 7 4 11x7=>4 77 77 19,25 k
—_——_- = = = = = —=
11 X X X X 7 , g

Resposta : Uma familia de 11 pessoas consumira 19,25 kg de arroz por més.

Exemplo 2 : Uma quantidade de 8 operarios conseguem realizar uma
determinada obra em 12 dias. Quantos dias serdo necessarios para que 10 operarios
consigam realizar uma obra idéntica a anterior?

Resolugdo : Aqui, as grandezas envolvidas s3o : NUMERO DE OPERARIOS e
QUANTIDADE DE DIAS. Essas grandezas sao INVERSAMENTE PROPORCIONAIS.
Realmente, dobrando-se o numero de operarios, é esperado que a obra seja
realizada na metade dos dias. Em geral, aumentando-se os operarios, o tempo de
obra diminuira no mesmo fator! Organizamos os dados num quadro e colocamos
setas em sentidos contrarios, para indicar que as grandezas sao IP.

12
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N° de Dias de
operarios obra
8 12
10 X

Se as grandezas sdo IP, podemos montar uma proporcao com os dados do
guadro, mas devemos inverter a ordem de uma das razées da proporg¢ao. Isso vem
do fato de que os valores de uma grandeza sdo numeros IP aos valores da outra.
Escrevendo a igualdade dos nimeros IP e utilizando algumas propriedades, podemos
mostrar que a proporc¢ao vai inverter uma das razdes. Entdo, a proporc¢ado sera :

8 X )
Ezﬁﬁ10x=12><8:>10x=96:>x=9,6dlas

Resposta : 9,6 dias.

Exemplo 3 : Por 2,3 kg de carne, Joana pagou RS 82,80. Se Carla pretende
comprar 5,2 kg da mesma carne e no mesmo acougue, quanto ela pagara?

Resolugdo : Neste problema, as grandezas QUANTIDADE DE CARNE (EM KG) E
PRECO PAGO (EM RS), sdo diretamente proporcionais (verifique). As setas com
mesmo sentido indicam isso :

Quantidade Preco
(kg) (RS)
2,3 82,80
5,2 X

Como as grandezas sdo DP, podemos montar uma proporcdo com os dados
guadro na ordem em que aparecem :

2,3 82,80 430,56
= = 2,3x = 430,56 > x =

52 x 23 = 187,20

Resposta : Carla pagara RS 187,20.

Exemplo 4 : Dirigindo a uma velocidade média de 80 km/h, uma pessoa
consegue ir da cidade A até a cidade B em 5 horas e 30 minutos (ou 5,5 horas). Em
guanto tempo esta viagem sera feita se a velocidade média executada for de 110
km/h?

Resolugao Neste caso, as grandezas envolvidas no problema sao
INVERSAMENTE PROPORCIONAIS :

Velocidade Tempo
(km/h) (h)
80 5,5
110 X

13
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Ent3ao podemos montar uma proporgdao com os dados da tabela, invertendo
uma das razodes :

110 5,5 110 440 440 4k
_— —1 = = = —=
30 . X X 110 oras

Resposta : 4 horas.
2.4. Regrade Trés Composta

Dizemos que um problema envolve REGRA DE TRES COMPOSTA quando se
relacionam, através dele, mais de duas grandezas. Nesse caso, devemos analisar
cada grandeza do problema junto com aquela que contém a incégnita, decidindo se
sao DP ou IP. Vejamos os exemplos.

Exemplo 5 : Uma quantidade de 20 operdrios, trabalhando 6 horas didrias,
constréi um muro de 25 metros de comprimento em 7 dias. Quanto tempo levarado

16 operarios para construir um muro de 32 metros, trabalhando 8 horas por dia?
RIMSA, Leonardo Gongalves. MATEMATICA FINANCEIRA CONCISA. IUS EDITORA, 2010.

Resolugdo : Neste problema, temos quatro grandezas envolvidas
QUANTIDADE DE OPERARIOS, NUMERO DE HORAS DIARIAS, COMPRIMENTO DO
MURO (EM METROS) e NUMERO DE DIAS.

A grandeza “NUMERO DE DIAS” é a que possui a incégnita da questdo.
Portanto, vamos analisar cada uma das outras trés com ela.

Mantendo-se constante as outras grandezas, temos que a QUANTIDADE DE
OPERARIOS é inversamente proporcional ao NUMERO DE DIAS necessarios para a
conclusdo da obra. De fato, aumentando-se o niumero de pessoas trabalhando, o
numero de dias necessarios diminui no mesmo fator.

Mantendo-se constante as outras grandezas, temos que o NUMERO DE
HORAS DIARIAS é inversamente proporcional ao NUMERO DE DIAS necessarios para
a conclusdo da obra. De fato, aumentando-se o nimero de horas trabalhadas
diariamente, o niumero de dias necessarios diminui no mesmo fator.

J4 as grandezas COMPRIMENTO DO MURO e NUMERO DE DIAS sdo
diretamente proporcionais. Realmente, multiplicando-se o comprimento do muro
por k (e mantendo-se o numero de operdrios e o numero de horas que eles
trabalham por dia invaridveis), temos que o numero de dias necessarios também
serd multiplicado por k.

A tabela a seguir organiza os dados do problema.

Quantidade de Numero de horas Comprimento do Numero de dias
operarios diarias muro (m)
20 6 25 7
16 8 32 x
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Para colocar as “setas”, procedemos da seguinte forma : Escolhemos um
sentido qualquer (para cima ou para baixo) para a seta da grandeza que possui a
incégnita x. As grandezas DP a ela devem ter seta no mesmo sentido. As IP, no
sentido oposto.

Para montar a equagdo, colocamos, antes do “igual”, a razdo correspondente
a grandeza com o x. Depois do “igual” as outras razdes multiplicadas, lembrando de
inverter aquelas que sao IP com a grandeza que contém o x :

|II

7 16 8 25

x 20 6 32

Realizando as simplificacGes possiveis, temos :

5

§ 24
6 5%

X,
%

7
X
E, resolvendo a equacdo :

5
—=—=5x =42 = x = 8,4 dias
x 6

Resposta : 8,4 dias.

Exemplo 6 : (Unifor — CE) Se 6 impressoras iguais produzem 1000 panfletos
em 40 minutos, em quanto tempo 3 dessas impressoras produziriam 2000 desses
panfletos?

Resolugdo : As grandezas envolvidas e os dados do problema estdo
organizados na tabela a seguir. Convenca-se dos sentidos das setas :

Numero de impressoras ‘ Numero de panfletos ‘ Tempo (min)
6 1000 40
3 2000 x

. 40 31000 40 1 .
Entdo: — ==X —>=> — === x = 160 minutos
X 6 2000 X 4

Resposta : 160 minutos.

Exercicios Propostos

1) (UFMG) Uma empresa tem 750 empregados e comprou marmitas individuais
congeladas suficientes para o almogo deles durante 25 dias. Se essa empresa
tivesse mais 500 empregados, a quantidade de marmitas adquiridas seria
suficiente para quantos dias?
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

(CEFET/MG - 2017) Para executar uma reforma em uma loja, foram
contratados n operarios. O mestre de obras argumentou : “para entregar a
obra 2 dias antes do prazo previsto, seria necessario contratar mais 3
operarios; se, entretanto, 2 operarios fossem dispensados a obra atrasaria
em 2 dias.” Considerando que os operarios trabalhem da mesma forma, o
numero n de operarios contratados foi :

a) 6 c) 18

b) 12 d) 24

(CEFET/MG — 2016) Em uma empresa, 10 funciondrios produzem 150 pegas
em 30 dias uteis. O nimero de funcionarios de que a empresa vai precisar
para produzir 200 pecas, em 20 dias uteis, é igual a :
a) 18 c) 22
b) 20 d) 24

(CEFET/MG — 2014) Seu Wagner, personagem do livro A Mocinha do
Mercado Central, contratou uma equipe de artesdao para fazer um lote de
bijuterias num prazo de 10 horas. Entretanto, 4 integrantes dessa equipe nao
puderam comparecer e o servico demorou 5 horas a mais. Nessa situacdo, o
ndimero inicial de artesdos contratados era igual a :

a) 8 c) 16

b) 12 d) 20

(CEFET/MG - 2012) Uma fabrica de calgados, localizada em Nova Serrana,
emprega 16 operadrios, os quais produzem 120 pares de calcados em 8 horas
de trabalho diarias. A fim de ampliar esta producdo para 300 pares por dia, a
empresa mudou a jornada de trabalho para 10 horas diarias. Nesse novo
contexto, o nimero de operdrios sera igual a :

a) 16 b) 24 c) 32 d) 50

(CEFET/MG — 2008) Duas impressoras produzem 330 cartazes em 3 horas de
trabalho. Sabendo-se que uma delas é 20% mais rapida que a outra, o
nimero de cartazes que a mais lenta imprimiria em 4 horas e 48 minutos
seriade:

a) 212 c) 232

b) 220 d) 240

(CEFET/MG — 2006) Para fazer 22 pdes, um padeiro utiliza 1 quilo de farinha
de trigo, 7 ovos e 200 gramas de manteiga. O maior niumero de pdes que ele
conseguira fazer com 13 quilos de farinha, 56 ovos e 4 quilos de manteiga é :
a) 160 c) 216

b) 176 d) 228

(CEFET/MG — 2005) Um determinado trabalho é feito por Jodo em 9 dias, por
José em 12 e por Pedro em 18. O numero de dias que os trés juntos

gastariam para executar esse trabalho é:
a) 4 b) 6 c) 7 d) 8
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Capitulo 3 : Matematica Comercial e Financeira
3.1. Porcentagem

Suponhamos a seguinte situa¢do : Pedro gasta RS 400,00 mensais com seu
plano de salde, sendo que seu saldrio atual é de RS 2.000,00. Ao calcular a razdo
entre seu gasto com plano de saude e o seu salario, obtemos :

400 4 1
2000 20 5

Como ja dissemos, isso pode ser interpretado de algumas formas. Podemos
dizer, por exemplo, que, a cada 5 reais de seu salario, 1 real é gasto com plano de
saude. Em situagdes do dia-a-dia, porém, é interessante saber a quantidade em cada
100. A pergunta seria : a cada 100 reais de salario, quanto é gasto com o tal plano?
Se Pedro “separasse” o seu salario em grupos de 100 reais, quanto ele teria que
retirar de cada grupo desses para conseguir o valor do plano de saude no fim do
més? Para responder a indagacao, basta multiplicar antecedente e consequente da
razao obtida por 20 :

1_20 .
5 100 7

Na matematica, uma razao de denominador 100 pode ser expressa por seu
antecedente seguido do simbolo %. Assim, podemos dizer, simplesmente, que 20%
(vinte por cento) do saldrio de Pedro é utilizado mensalmente para quitar o plano de
saude. O valor 20% é chamado de TAXA PERCENTUAL. O valor total do saldrio (RS
2.000,00) é chamado de PRINCIPAL e o valor RS 400,00 é chamado de
PORCENTAGEM.

Na pratica, ndo precisamos fazer todo o processo descrito acima. Para
“transformar” uma razao qualquer em TAXA PERCENTUAL, basta dividir antecedente
pelo consequente e multiplicar o resultado obtido por 100. Vejamos alguns
exemplos :

Exemplo 1 : Numa loja, uma calca jeans custava RS 280,00. O departamento
financeiro decidiu acrescentar RS 14,00 ao preco. Qual foi o aumento percentual

sofrido?

Resolugdo : A razao do aumento para o prego original foi L= 0,05.

' 280
Multiplicando por 100 : (0,05 x 100)% = 5%.
Resposta : A calga sofreu um aumento de 5%.

Exemplo 2 : Numa sala de aula temos 25 estudantes do sexo feminino e 15
do sexo masculino. Qual a porcentagem de mulheres nesta sala?

Resolugdo : Para achar a porcentagem de mulheres, devemos analisar a razao
mulheres 25
otal 10" 0,625.

entre o numero delas e o total de pessoas da sala : total 4

Multiplicando por 100 : (0,625 x 100)% = 62,5%.
17
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Resposta : A sala possui 62,5% de mulheres.

Observagao : Na matematica comercial e na financeira, o termo 62,5% ¢é
chamado de TAXA PERCENTUAL. Ja o termo 0,625 é chamado de TAXA UNITARIA. Os
livros costumam utilizar a letra r para taxa percentual ei para taxa unitaria. No
problema anterior, por exemplo, temosr = 62,5% e i = 0,625.

3.2. Problemas sobre Porcentagem

Muitos autores gostam de deduzir varias férmulas para se aplicar em
problemas de porcentagem. Enfatizaremos apenas duas. No mais, vamos optar por
utilizar aqui um assunto ja estudado : a regra de trés. Interpretando corretamente
cada problema, veremos que é possivel resolvé-los utilizando REGRA DE TRES
SIMPLES. E mais : veremos que as grandezas envolvidas sao DIRETAMENTE
PROPORCIONAIS. E este o método que vamos priorizar aqui.

Exemplo 3 : Um produto custa RS 320,00 e sofre um aumento de 15%. Qual o
valor, em reais, deste aumento? Qual é o novo preco do produto?

Resolugdo : O preco inicial do produto (RS 320,00) corresponde a 100% de
seu valor. Ja os 15% correspondem ao valor x. As grandezas sdo DP. Assim, temos :

320 =—>100%
x = 15%

Entao:izc—":%‘l/‘f’:noo:c: 320 x 15 = 100x = 4800 = x = 48

Novo preco : 320 + 48 = 368
Resposta : O aumento foi de RS 48,00. O novo preco passou a ser RS 368,00.

Nesse ponto, vale a pena sugerir uma féormula atil. Ao calcular o valor do

320X15 — 320 X 1_5 = 320 X 0;15 =
100 100

320i. Veja que, de acordo com a nota¢do mostrada acima, i é a TAXA UNITARIA DE
AUMENTO, ou seja, neste caso, i = 0,15. Desse modo, podemos tirar a seguinte
conclusdo : para calcular uma porcentagem de algum valor, basta multiplicar este
valor pela taxa unitarial

Se temos um valor inicial P, e queremos dar um aumento com taxa i, temos
que o valor do aumento é : A = P,i. Ja o preco final P, apds o aumento, sera dado
por :P=P,+A=P,+Pi=PFP,(1+i). A formulaP = P,(1 + i) é chamada de
féormula basica do aumento.

No exemplo 3 poderiamos, ao invés de usar a regra de trés, utilizar o que foi
descrito acima. Poderiamos fazer assim :

aumento, fizemos o seguinte calculo : x =

A=P)i=320x0,15 = 48
P=P(1+1i)=320x (1+0,15) =320 x 1,15 = 368
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Olha s6 que legal! Se vocé quer saber quanto é 15% de algo, multiplique por
0,15. Agora, se vocé quer saber qual é o preco final, ja acrescidos os 15%, basta
multiplicar por 1,15 (1 mais a taxa)! Vamos supor, por exemplo, que um produto vai
sofrer um acréscimo de 22%. Para saber o valor do acréscimo, multiplique por 0,22.
Para saber o valor final (ja com o acréscimo), multiplique por 1,22. Genial!

No préximo problema, temos uma situacdo de DESCONTO, e ndo de
aumento. Podemos resolver por regra de trés ou chegar a uma férmula bem
parecida com a dos aumentos.

Exemplo 4 : Jane foi pagar uma prestacdo de RS 540,00. Como pagou antes
do vencimento, foi concedido a ela um desconto de 8%. Qual foi o valor do
desconto? Qual foi o valor efetivamente pago?

Resolu¢do 1 (Regra de Trés) : O valor inicial da prestacdo (RS 540,00)
corresponde a 100% de seu valor. Ja os 8% correspondem ao valor x. As grandezas
sdao DP. Assim, temos :

540 =—>100%
x = 8%

- 100x = 540 X 8 = x = 22X8 _ 540 x 2 = 540 x
100 100

540 _ 100%
T 8%

Entao

0,08 = 43,20
Valor pago : 540,00 — 43,20 = 496,80

Aqui também podemos enfatizar uma férmula interessante. Se temos um
produto com valor inicial P, e vamos dar um desconto com taxa unitaria i, temos
que:

D =P,
P=P,—D=PF, —PFi=PFP(1—-1)

A férmula P = P,(1—i) é a formula basica do desconto. Ela é bem
parecida com a anterior. Veja que, se i é taxa de aumento, entra com sinal positivo.
Se for taxa de desconto, entra com sinal negativo. Podemos, entdo, resolver o
problema de outro modo.

Resolugdo 2 :
D = P,i = 540 x 0,08 = 43,20
P=P(1—-i)=540 % (1—-0,08) =540 x 0,92 = 496,80

Observe que, se Jane teve 8% de desconto, s6 pagou 92% do valor inicial da
prestacdo. Logo, para saber o valor do desconto, multiplique por 0,08. Para saber o
valor efetivamente pago, ja com o desconto, multiplique por 0,92.

Resposta : Jane teve um desconto de RS 43,20 e pagou efetivamente RS

496,80.
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Exemplo 5 : Certo produto, apds um aumento de 22%, passou a custar RS
168,36. Qual era o preco inicial deste produto, antes do aumento?

Resolugdo 1 (Regra de trés) : Um erro que muitos estudantes cometem num
problema deste tipo é calcular 22% de 168,36 e subtrair. Este procedimento esta
ERRADO! Isso ocorre porque os 22% foram calculados sobre o valor inicial do
produto, e ndao sobre o valor final de 168,36. Ao calcular 22% de 168,36; vamos
obter um valor maior do que foi o aumento efetivo e, consequentemente,
obteremos um valor inicial menor do que o verdadeiro.

Aqui, o correto é chamar o valor inicial do produto de x, o que corresponde a
100%. O aumento dado foi de (168,36 — x), que corresponde a 22% de x (veja que
o aumento foi dado sobre o valor inicial x). Assim :

X —100%
168,36 — x =—p 22%

Entdo :
b 100

16836 —x 22
22x = 100(168,36 — x)
22x = 16836 — 100x

22x +100x = 16836

122 16836 16836 138
= = = =
X =0

Resolugdo 2 (Férmula Basica do Aumento)
P=P,(1+1i)
168,36 = P,(1 + 0,22)

168,36
168,36 = 1,22P, = P, =

122 =138

Resposta : O valor antes do aumento era de RS 138,00.

Exemplo 6 : No ano passado, Marcelo gastava 16% de seu salario com
aluguel. Devido a crise econOmica, ele negociou a renovacao do contrato para este
ano e conseguiu, junto ao proprietario, uma reducdo de 10% no valor.
Concomitantemente, ele teve uma progressao salarial, aumentando sua renda em
15%. Neste ano, qual porcentagem de seu saldrio Marcelo vai gastar com o aluguel?

Resolug¢do : Chamemos o saldrio inicial de Marcelo (saldrio do ano passado)
de x. O valor gasto com aluguel (no ano passado) era 0,16x.

Nesse ano, o salario aumentou 15%. Pela férmula basica do aumento, temos
que o novo saldrio serd : x(1 + 0,15) = 1,15x. J4 o aluguel sofreu uma reducdo de
10%. Pela férmula basica do desconto, o novo aluguel é :0,16x(1 — 0,10) =
0,144x.

Fazendo uma regra de trés, temos que : 0 novo salario corresponde a 100%.
Logo, o novo aluguel correspondera a porcentagem p :
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1,15% e 100%
0,144x ==————> p
Logo : =X = % = 1,15p = 14,4 = p = 12,52%

0,144x

Resposta : Neste ano, Marcelo estd gastando 12,52% de seu saldrio com
aluguel.

OBS : Se tiver dificuldade para trabalhar com x, pode dar um valor numérico
para o salario (tipo 1000 reais). Fica mais facil entender.

Exemplo 7 (Covest — PE) : As bebidas L, V e R possuem teores alcodlicos de
24%, 44% e 36%, respectivamente. Qual o teor alcodlico de um coquetel consistindo
de 50mLde L, 25mLde V, 25mL de R e 100mL de agua?

a) 15%

b) 20%

c) 16%

d) 17%

e) 19%

Resolugdo : Primeiramente, vamos calcular a quantidade de alcool que vira
de cada uma das bebidas :
L:50x%0,24 =12mL
V:25%0,44 = 11mL
R :25x% 0,36 =9mL

Logo, temos uma quantidade total de dlcool de 12 + 11 + 9 = 32mL, num
volume total de solugdo de 50 + 25 + 25 + 100 = 200mL :

200mL ==———> 100%
32mL =m— X

Entdo :% = % = 200x = 3200 = x = 16%

Resposta : C.

Exemplo 8 : Uma mercadoria foi remarcada em uma loja com 25% de
aumento. Insatisfeito com as vendas, o comerciante resolveu retornar ao prego
original. Qual o desconto deve ser dado ao novo prec¢o?

Resolugdo : Chamemos o prego inicial de x. Se foi dado um aumento de 25%,
0 preco passa a ser : 1,25x.

Agora vamos usar a férmula basica do desconto, com P, = 1,25x e P = x :

x=125x(1-i) = =1-i=21-i=080=>-i=080—-1=i=0,20

X
1,25x
Resposta : Deve ser dado 20% de desconto.
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OBS : Veja que, para “anular” um aumento de 25%, nao deve ser dado um

desconto de 25%, e sim de 20%. Isso ocorre porque o aumento foi dado sobre um
valor. Ja o desconto sera dado sobre outro! Neste problema, se tiver dificuldade de
trabalhar com o x, dé um valor numérico para o preco inicial (tipo 100 reais).

Exercicios Propostos

1)

2)

3)

4)

(CEFET/MG - 2018) Sabe-se que, para preparar uma determinada
suplementacao alimentar, a quantidade de suplemento a ser diluida deve ser
de 3% do volume de leite. Se for utilizado meio litro de leite e se a medida
usada para o suplemento for uma colher que tem 3cm?3, entdo, o nimero de
colheres do suplemento que serd necessario, nessa preparacgao, é igual a :

a) 5

b) 6

c 7

d) 8

(CEFET/MG - 2017) Por regulamentacdo federal, uma pessoa pode
comprometer até 30% de seu saldrio bruto mensal com empréstimos
consignados em folha (empréstimos cujo pagamento das prestacbes é
descontado no saldrio). Uma pessoa com salario bruto mensal de RS 2.800,00
ja tem comprometido 25% desse valor em prestacao mensal e deseja utilizar
todos os 5% restantes em um novo empréstimo. O valor dessa nova
prestacdo, em reais, é :

a) 70,00

b) 140,00

c) 210,00

d) 280,00

(CEFET/MG - 2014) Em um campeonato de atletismo, entre duas cidades
vizinhas A e B, 60% dos atletas sdo homens, 25% das mulheres competem
pela cidade B, e a cidade A tem 24 atletas do sexo feminino. O nimero total
de competidores masculinos é :

a) 36

b) 48

c) 60

d) 80

(CEFET/MG — 2013) Suponha que a populacdo de baixa renda no Brasil gastou
15,6% de seus rendimentos mensais com energia elétrica até o final de
agosto de 2012, e, no més seguinte, o governo concedeu uma reducao de
20% no prego dessa energia. Se ndao houve variagdes na renda familiar dessa
classe nesse periodo, entdo a nova porcentagem de gastos com a energia
sera de:

a) 13,25% c) 4,40%

b) 12,48% d) 3,12%
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5)

6)

7)

8)

(CEFET/MG — 2010) Na prevencdo da gripe suina estd sendo muito usada
uma solugdo com 70% de alcool e 30% de agua, cuja concentragdo é de 70%.
Um laboratério desenvolve duas solugdes da seguinte maneira :
e S; com 60% do principio ativo P;
e S, com80%deS; e20%de P.
Dessa forma, S, tem uma concentragdo percentual de, aproximadamente :
a) 68
b) 78
c) 88
d) 98

(CEFET/MG — 2010 — Adapt) Duas marcas de pasta de dente, Alegria e
Felicidade, sofreram algumas mudancas em seus pesos e precos, conforme a
seguinte tabela :

PASTA ALEGRIA PASTA FELICIDADE
antes depois antes depois

Peso (em gramas) X X X x—20
Preco (em reais) 400 450 4,00 400

Um consumidor que comprava a pasta Felicidade, ao ver a alteragdao no peso

desse produto, constatou que seu preco, por grama, havia se tornado 25%

maior. Analisando esses dados, € INCORRETO afirmar que :

a) a pasta Alegria teve um aumento de 12,5%.

b) a compra da pasta Alegria tornou-se mais econdémica.

c) a pasta Felicidade, apés a mudanca, passou a conter 100g.

d) o aumento do prec¢o, por grama, da pasta Felicidade foi o dobro da
Alegria.

(CEFET/MG — 2009) Um produto com embalagem de 500mL estd em
promogado, no supermercado A, por RS 9,60. Esse mesmo produto é vendido
em embalagem de 250mL, no supermercado B, por RS 7,68. Se os 500mL
forem adquiridos em B, paga-se a mais :

a) 50%

b) 55%

c) 60%

d) 65%

(CEFET/MG — 2008) Num laboratério, foram realizadas misturas com os
liquidos | (L;) e Il (L,), obtendo-se as solugdes S;,S,,S3 e S, da seguinte
forma:

e em S, foi usado somente L;;

e emsS,,90%deS; e 10% de L,;

e emS3, 90%de S, e 10% de L,;

e emS,, 90% de S3 e 10% de L,.
Desse modo, S, apresentara uma concentragdo de L, igual a:

23



@

Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem
Professor : Leonardo G Rimsa

CEFET-MG

9)

a) 25,6%
b) 27,1%
c) 32,4%
d) 35,8%

(CEFET/MG — 2008) Num reservatério com 280 litros de &gua, foram
acrescentados 3/20 de sua capacidade. Se ainda faltam 57% para encher
totalmente esse reservatoério, entdo a quinta parte do restante, em litros, é
igual a:
a) 114
b) 116
c) 118
d) 120

10) (CEFET/MG — 2008) Duas impressoras produzem 330 cartazes em 3 horas de

trabalho. Sabendo-se que uma delas é 20% mais rapida que a outra, o
numero de cartazes que a mais lenta imprimiria em 4 horas e 48 minutos
seriade:
a) 212
b) 220
c) 232
d) 240

11) (CEFET/MG - 2007) Para “desdobrar” um litro de aguardente de primeira

qualidade, com 15° de teor alcodlico, em quatro litros, adicionaram-se a esse
trés litros de uma outra de qualidade inferior, com teor de 35°. O resultado
obtido foi uma aguardente de qualidade intermediaria. Referindo-se a de
primeira qualidade, a porcentagem de aumento do teor alcodlico foi igual a :
a) 30%

b) 50%

c) 80%

d) 100%

12) (CEFET/MG — 2007) Um recipiente contém 2.375 litros de uma mistura de

combustivel, sendo 4% de alcool puro. O numero de litros de alcool que se
deve acrescentar a esse recipiente para a nova mistura ter 5% de alcool é :

a) 20

b) 23

c) 24

d) 25

13) (CEFET/MG — 2006) Os médicos recomendam para um adulto 800mg de

calcio por dia e informam que 1 litro de leite contém 1.880mg de calcio. Se
um adulto tomar 200mL de leite, o percentual da dose didria recomendada
de calcio que ele absorve é :

a) 17% c) 37%

b) 27% d) 47%
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14) (CEFET/MG — 2006) Sobre o preco final do produto de uma fabrica, gastam-se
1/5 com impostos, 1/4 com salarios, 30% com matéria-prima e o restante é
lucro. O percentual representado pelo lucro é:

a) 15%
b) 20%
c) 25%
d) 30%

15) (CEFET/MG — 2005) Ricardo e Aline tém, respectivamente, 19 e 17 anos. Aline
terd 92% da idade de Ricardo daquia ____ anos. Preenche-se corretamente a
lacuna com :

a) 4
b) 5
c) 6
d) 8

3.3. Juros Simples

Na Matematica Financeira, chamamos de JURO a remuneracdo paga pela
utilizacdo do dinheiro. E uma espécie de “aluguel” pelo uso.

Alguns termos sao importantes. O valor inicial, tomado num empréstimo ou
aplicado numa operacdo financeira, é chamado de CAPITAL (C). Os juros serdao
calculados utilizando-se uma TAXA (unitaria) i, durante um periodo de TEMPO t.
Veremos que, para realizar os cdlculos, é necessario que i e t estejam na mesma
unidade. J& o MONTANTE (M) é o valor final, aquele que deve ser pago (no caso de
empréstimo) ou recebido (no caso de aplicagdo). O montante equivale a soma do
capital com os juros.

Existem dois sistemas para o calculo dos juros. Nos juros simples, o valor do
juro, ao fim de cada periodo, é fixo, e sempre calculado sobre o valor inicial ou
capital. Vamos entender melhor através do exemplo.

Exemplo 9 : Marcos tomou um empréstimo de RS 1.500,00 em uma
instituicdo financeira que cobra taxa de 2% ao més de juros simples. O contrato dizia
gue o pagamento seria apds 4 meses. Qual o valor dos juros produzidos? Qual o
montante a ser pago ao fim do contrato?

2

Resolugdo : Neste problema, temos C = 1500,i = 00" 0,02et =4. Veja

gue i é a taxa unitaria (taxa percentual dividida por 100) e que tempo e taxa estdo
na mesma unidade (ambos em meses).

Como a sistematica adotada no empréstimo é o regime de juros simples
temos que, ao final de cada periodo (ao final de cada més), o juro produzido serd
sempre 0 mesmo, ou seja, 2% do capital de 1500 : 1500 x 0,02. Isso quer dizer que,
ao fim de cada més, a “divida” cresce deste valor fixo, que foi calculado sobre o
capital ou valor inicial do processo. Como o empréstimo durou 4 meses, entdo os
juros a serem pagos ao final serdo de :
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Jj = 1500 x 0,02 X 4 = 120 reais

Logo, o montante a ser devolvido a instituigao financeira ao fim do contrato
serd a soma do valor inicial tomado (capital) somado aos juros devidos :

M =C+j=1500+ 120 = 1620 reais

Resposta : Os juros produzidos foram de RS 120,00 e o montante pago foi de
RS 1.620,00.

Desse modo, podemos dizer que, se um capital C fica aplicado (ou
emprestado) durante um tempo t a uma taxa (unitaria) de juros simples de i, entdo
os juros produzidos serdo de :

j = Cit
E o montante ao final do processo sera :
M=C+j=C+Cit
M = C(1+it)
sendo que i e t devem estar na mesma unidade.

Exemplo 10 : Moacir aplicou RS 840,00 em uma aplicagdo que rendia 1,2% ao
més de juros simples. Qual o montante que ele resgatara ao fim de dois anos?

Resolugdo : Neste caso, temos que a taxa esta ao més e o tempo esta em

anos (ndo estdo na mesma unidade). O ideal, nessas situacbes, é transformar o
1,2

tempo para a unidade da taxa. Assim, temos que C = 840,i = Too = 0,012et =

24, pois dois anos correspondem a vinte e quatro meses. Aplicando a formula acima,
temos :
M =840(1+ 0,012 x 24)
M = 840(1 + 0,288)
M = 840 x 1,288 = 1081,92

E importante destacar que, no regime de juros simples (ndo no regime de
juros compostos), é possivel também utilizar a taxa proporcional a taxa dada, para a
unidade de tempo dada. A taxa proporcional a 1,2% ao més é (1,2 X 12)% = 14,4%
ao ano. Desse modo, poderiamos também realizar o célculo utilizando C = 840,i =
14,4

—=0,144et=2:
100

M =840(1 + 0,144 x 2) = 840 x 1,288 = 1081,92

E preciso ressaltar que este processo de tomar a taxa proporcional NAO
funciona se estivermos trabalhando com juros compostos. Nesse caso, se quisermos

26



CEFET-MG

@ Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem

Professor : Leonardo G Rimsa

transformar a taxa, teremos que calcular a taxa equivalente, que é um conceito mais
elaborado. Portanto, para nao causar confusdes, vemos que o melhor é transformar
o tempo. No regime simples, tanto faz. Mas no regime composto, ndo...

Resposta : Moacir resgatara, ao fim de dois anos, RS 1.081,92.

Exemplo 11 : Qual é a taxa mensal de juros simples que triplica um capital em
10 meses?

Resolugdo : Se aplicarmos um capital C, queremos que, ao fimde t = 10 me,
o montante seja M = 3C. Assim :
M=C(1+it)>3C=C(14+i.100=>14+10i=3=10i=2=1i=0,20

Resposta : 20% ao més.

Exemplo 12 : Maria aplicou 1/3 de seu capital na instituicdo A, que paga
juros simples de 0,8% ao més. O restante ela aplicou na instituicdo B, que remunera
a taxa simples de 1,2% ao més. Qual foi o capital aplicado, se ela recebeu, ao fim de
5 meses, RS 380,00 s6 de juros?

Resolugdo : Os juros que ela obteve da instituigdo A foi : j, = g x 0,008 x 5.

Ja os juros produzidos na instituicao B foram : jz = % %X 0,012 X 5. Mas, sabemos

que :
jA +]B = 380
C 2C
§X0,008X5+?X0,012 x5 =380
0,04C + 0,12C 1140
3 =380$0,16C=380><3=>C=m=7125

Resposta : Capital de RS 7.125,00

Exercicios Propostos

16) (CEFET/MG — 2013) Uma loja de tecidos comprou uma determinada
quantidade de flanela, pagando a vista RS 500,00. Quinze dias depois, vendeu
todo o lote a um comerciante de outra cidade recebendo, também a vista, RS
650,00. A taxa de juros simples, ao dia, aplicada pelo negociante foi de :

a) 1% c) 3%
b) 2% d) 4%

17) (CEFET/MG — 2011) A quantia de RS 17.000,00; investida a juros simples de
0,01% ao dia, gera, apds 60 dias, um montante de :
a) RS 102,00 c) RS$17.102,00
b) RS 1.020,00 d) RS 18.020,00
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3.4. Juros Compostos

Nos juros compostos, ao final de cada periodo de tempo, os juros sao
incorporados ao capital. E é este “novo capital” que passa a sofrer juros no periodo
seguinte. Por este motivo, esta sistemdtica de calculos &, algumas vezes, chamada de
“juros sobre juros”.

Se um capital C é aplicado em regime de juros compostos a taxa (unitaria) i
durante um periodo de tempo t (tempo e taxa na mesma unidade), temos :

Ao fim do primeiro periodo: M; = C + Ci = C(1 + i);

Ao fim do segundo periodo : M, = M; + Myi = M;(1+i) = C(1 + )%

Ao fim do terceiro periodo : M3 = M, + Myi = M,(1+1i) = C(1 +i)3...

Podemos continuar este processo e inferir que o montante ao final det
periodos de tempo sera :

M=cC1+i)t

Exemplo 13 : Um capital de RS 1.800,00 foi aplicado por 3 meses, a uma taxa
de juros compostos de 2% ao més. Qual o montante ao final da aplicagdao?

Resolugdo : Aqui, temos C = 1800,t = 3,i = % = 0,02. Assim :

M = 1800 x 1,023 = 1800 x 1,061208 = 1910,17
Resposta : Montante de RS 1.910,17.

Exemplo 14 : Qual é o capital que gera montante de RS 2.366,33 quando
aplicado a 1% ao més de juros compostos, durante 1 ano?

Resolugdo : Como foi dito, nos juros compostos, é melhor mudar o tempo.
Isso porque usar a taxa proporcional vai dar resultado errado. No sistema simples,
taxas proporcionais sao equivalentes. O mesmo nao ocorre no regime composto. E
achar a taxa equivalente aqui serd mais complicado. Entdo, usemos M =
2366,33;i=0,0let =12 me:
2366,33 = € x (1,01)*2 = € = 2100
Resposta : Capital de RS 2.100,00.

Exercicios Propostos

18) (FGV — SP) Uma maquina de lavar roupa é vendida, a vista, por RS 1.200,00,
ou entdo a prazo com RS 300,00 de entrada mais uma parcela de RS 1.089,00
dois meses apds a compra. A taxa mensal de juros compostos do
financiamento é de :

a) 10% d) 13%
b) 11% e) 14%
o) 12%

28



@ Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem
Professor : Leonardo G Rimsa

CEFET-MG

Capitulo 4 : Angulos
4.1. Conceito

Chamamos de ANGULO a figura formada pela reunido de duas semirretas
com a mesma origem. As semirretas constituem os LADOS e a origem comum é o
VERTICE do angulo.

A Angulo AOB ou angulo
Lados : OA e OB
Vértice : O

4.2. Unidades de Medida

Os angulos sdo comumente medidos em GRAUS (°) ou radianos (rad).

Um grau (1°) é a medida do angulo central obtido quando se divide uma
circunferéncia em 360 “fatias” iguais.

Um radiano (1 rad) é a medida do angulo central correspondente a um arco
de circunferéncia de comprimento igual ao raio dela.

1/360 da circunferéncia

1 grau=1°

Fonte : https.//www.sofazquemsabe.com/2012/03/conceito-de-angulo-e-de-sua-medida.htm/?m=0

Fonte : http://trigonoblog.blogspot.com/2011/02/radianos-graus.html
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A conversdao de uma unidade para a outra é feita utilizando-se a relagao :

| 180° = 7 rad

e fazendo-se uma regra de trés simples (e direta) com as medidas envolvidas.

Exemplo 1 : Transforme o dngulo de 120° em radianos.

180° mrad oo oo o _120m o 2w
1200— " X = .Tra X = 180 raa = 3 ra

Resposta : O angulo de 120° corresponde az?nradianos (ou 2,09 radianos,
aproximadamente).

4.3. Classificagdo dos Angulos

A

Angulo Obtuso
90° < a < 180°

v

~ .—l —>
Angulo Agudo Angulo Reto
0<a<90° a =90°

m Angulo Céncavo
180° < a < 90°

Angulo Raso
a = 180°

A
v

Ainda temos o angulo de 0° (dngulo nulo) e o dngulo de 360° (angulo de uma
volta).

4.4. Angulos Opostos pelo Vértice (OPV)

Quando temos duas retas concorrentes, elas formam dois pares de angulos
chamados opostos pelo vértice. Um resultado importante da matematica é que
angulos OPV tém sempre a mesma medida.

Na figura ao lado, temos :

Os angulos AOB e COD s3o opostos pelo vértice. Logo :
AOB = COD = a.

Os 4ngulos AOD e BOC s3o opostos pelo vértice. Logo :
AOD = BOC = .
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Exemplo 2 : Na figura a seguir, calcule os valoresde x e y :

Resolug¢do : Analisando os pares de angulos OPV, vemos que devemos
resolver o seguinte sistema de equacdes :
{Sx + 2y = 135° N {Bx + 2y = 135°
3x —y =45° 6x — 2y = 90°

Somando-se as duas equagdes, obtemos :
9x = 225° = x = 25°

Substituindo-se o valor de x em uma das duas equagdes :
3X 252 -y =45°= —y =45°-75= —y = -30° = y = 30°

Resposta : x = 25% e y = 30°.

4.5. Angulos Complementares : S3o dois angulos cuja soma vale 90°. Quando
dois angulos sdo complementares, dizemos que um é o COMPLEMENTO do outro.
Exemplo : 60° é o complemento de 30°.

4.6.  Angulos Suplementares : S3o dois angulos cuja soma vale 180°. Quando dois
angulos sdao suplementares, dizemos que um é o SUPLEMENTO do outro. Exemplo :
45° é o suplemento de 135°.

4.7.  Angulos Replementares : S3o dois angulos cuja soma vale 360°. Quando dois
angulos sao replementares, dizemos que um é o REPLEMENTO do outro. Exemplo :
120° é o replemento de 240°.

Exemplo 3 : O suplemento de um angulo é igual ao seu séxtuplo somado ao
seu complemento. Qual é o valor deste angulo?

Resolug¢do : Ao chamarmos o angulo desconhecido de x, temos que o seu
suplemento serd dado por (180° — x), seu séxtuplo serd (6x) e seu complemento
serd (90° — x). Assim :

180° —x = 6x +90° — x
—x —6x +x =90°—180°

—6x = —90°
6x = 90°
x = 15°

Resposta : O dngulo mede 15°.
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Exemplo 4 : Na figura a seguir, determine o valor de x e de cada angulo
mostrado :

x + 35°

9x — 10°
6x + 15°

Resolugdo : Vemos que os trés angulos somam 360° (1 volta). Assim :
x + 35% + 6x + 15° + 9x — 10° = 360°

16x = 320°
x = 20°
Entao :
x + 35°% = 20° + 35°% = 55°
6x + 15° = 120° + 15° = 135°
9x — 10° = 180° — 10° = 170°
Resposta : Temos que x = 20° e os angulos da figura sdo de

559,135% e 170°.

Exemplo 5 : Na figura a seguir, calcule o valor de y e o valor do menor angulo

mostrado :
Resolugdo : Vemos que os angulos sao
A complementares. Assim :
y —28°% 4+ 3y — 74° = 90°
y — 289 4y = 192°
y = 48°

Logo : y — 28° = 48° — 28° = 20°.
Resposta : y = 48° e o menor angulo da figura

\3y_740 mede 20°.

v

4.8. Bissetriz de um Angulo : Semirreta que o divide ao meio.

OP é a bissetriz do angulo AOB,
ouseja, AOP = BOP = a.
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4.9. Submultiplos do Grau

Existem medidas menores que o grau. Sao elas o MINUTO e o SEGUNDO,
definidas por :

1°=60"e1" = 60"

Assim, um angulo de medida 27°12'25" tem 27 graus, 12 minutos e 25
segundos.

Exercicios Propostos

1) (CEFET/MG — 2017) Sejam dois angulos x e y tais que (2x) e (y + 10°) sdo
angulos complementares e (5x) e (3y — 40°) sdo suplementares. O angulo
x mede :
a) 5°
b) 10°
c) 15°
d) 20°

2) (CEFET/MG - 2019) Considere 6 ea dois angulos adjacentes e
complementares. A expressdo que determina o valor do angulo formado

pelas bissetrizesde f e a é :
O+«

2
O+a

a)

b)
4"— 0+

C) 90 g a)

d) 90°—(0+a)

4

3) (CEFET/MG - 2013) Se o reldgio da figura marca 8h e 25min, entdo o angulo
x formado pelos ponteiros é :

a) 12930’
b) 90°

) 102030’
d) 120°
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4.10.

Angulos Determinados por Duas Paralelas e Uma Transversal

Quando duas retas paralelas sao interceptadas por uma reta transversal,

determinam-se oito angulos : ¢

A)

B)

Q)

Estes angulos recebem nomes especiais. Podem ser :

Correspondentes : Estdao do mesmo lado da transversal (a direita ou a
esquerda) e do mesmo lado das paralelas (acima ou abaixo). Resultado
importante : angulos correspondentes tém a mesma medida. Desse modo,
na figura acima, temos :a =4, =u,y =@ e d = w, pois sdao pares de
angulos correspondentes.

Alternos : Estdao em lados alternados da transversal. Resultado importante :
angulos alternos tém a mesma medida. Se subdividem em :

B.1. Alternos Internos : Localizam-se na parte interna da “faixa” determinada
pelas paralelas. Na figura, sdo pares de alternos internos: y = 1e § = pu.

B.2. Alternos Externos : Localizam-se na parte externa da faixa determinada
pelas paralelas. Na figura, sdo pares de alternos externos: a = p e f = w.

Colaterais : Estdao do mesmo lado da transversal. Resultado importante :
angulos colaterais sdo suplementares. Se subdividem em :

C.1. Colaterais Internos : Localizam-se na parte interna da “faixa”
determinada pelas paralelas. Na figura, sdo pares de colaterais internos : § +
A=180%ey + u = 180°.

C.2. Colaterais Externos : Localizam-se na parte externa da “faixa”
determinada pelas paralelas. Na figura, sdo pares de colaterais externos : a +
w =180°%e B + ¢ = 180°.

Exemplo 6 : Na figura a seguir, determine o valor de x e do angulo
desconhecido, sabendo quer//s :

r Veja que o angulo a foi marcado apenas para auxiliar
a na resolugdo. Temos que os dngulos a e 5x + 20° sdo
opostos pelo vértice. Portanto : @ = 5x + 20°. Além
disso, vemos que ae 60° sdo angulos colaterais
s externos. Logo : a + 60° = 180°. Assim, substituindo
5x +20° a primeira equagdo na segunda, temos :
60° 5x + 20° + 60° = 180°
5x = 100° = x = 20°

E:5x+20° =5x20°+20° = 100° + 20° = 120°.
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Exemplo 7 : Determine x, sendor//s :

Disponivel em : https.//portaldaobmep.impa.br/uploads/msg/rgblihzomvrc.pdf

Primeiramente, vamos reproduzir a figura e tracar uma reta “auxiliar”,
paralela as outras duas, que determinara os angulos ax e 3 :

30°
a

110°

Vemos que os angulos a e 30° sdo alternos internos, Logo : a = 30°. Jaf ex
sdo colaterais internos. Entdo : f +x =180° =  =180° — x. E, pela figura,
vemos que a + f = 110°. Assim :

30° +180° — x = 110°
—x = 110° — 30° — 180°
—-x = —100°
x = 100°
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Capitulo 5 : Unidades de Medida, Teorema de Tales
5.1. Medidas de Comprimento

Utilizadas em medidas lineares. A unidade fundamental é o metro (m). Como
multiplos do metro, temos : decametro (dam), hectémetro (hm) e quilometro (km).
Ja como submuiltiplos, temos : decimetro (dm), centimetro (cm) e milimetro (mm).
Ao passar de uma unidade para outra imediatamente inferior, multiplicamos por 10.
J4 para a passagem para uma unidade imediatamente superior, dividimos por 10.
Por exemplo, 10 m correspondem a 1 dam, enquanto que 12,4 cm equivalem a
124 mm.

Ao invés de ficar memorizando “regras”, o melhor a fazer é ter em mente o
guadro seguinte :

‘ km | hm ‘ dam ‘ m ‘ dm ‘ cm ‘ mm

Para converter medidas, basta posicionda-la nele e “deslocar” a virgula.

Exemplo 1 : Transformar 25,3 m em km.
Passo 1 : Posicionamos a medida no quadro. A virgula é colocada na casa
indicada na medida original (no caso, metro). Cada algarismo preenche uma casa :

km hm dam m dm cm mm

2 5, 3

Passo 2 : A virgula é transferida para a casa para a qual queremos
transformar a medida :

km hm dam m dm cm mm

) 2 5 3

Avirgula é transferida de m para km

Passo 3 : Completam-se as casas “vazias” com zeros :

km hm dam m dm cm mm

0, 0 2 5 3

Resposta : 25,3 m correspondem a 0,0253 km.

Exemplo 2 : Expressar, em centimetros, a medida de 36 dam.
Quando nao ha virgula, entendemos que ela esta apds o ultimo algarismo.
Posicionamos, entdo, a medida no quadro :

km

hm

dam

m

dm

cm

3

6,
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Agora transferimos a virgula para a casa desejada e completamos as casas
vazias com zeros :

km hm dam m dm cm mm

3 6 0 0 0,

Resposta : 36 dam correspondem a 36.000 cm.
5.2. Medidas de Massa
Unidade fundamental : grama (g).
Multiplos : decagrama (dag), hectograma (hg) e quilograma (kg).
Submuiltiplos : decigrama (dg), centigrama (cg) e miligrama (mg).

Para transformar medidas, procede-se da mesma forma da se¢do anterior.

Exemplo 3 : Expressar 354,8 dg em hg.

Resolugao :
kg hg dag g dg cg mg
3 5 4, 8
Transfere-se a virgula
kg hg dag g dg cg mg
0, 3 5 4 8

Resposta : 354,8 dg = 0,3548 hg.
5.3. Medidas de Capacidade

Unidade fundamental : litro (L).

Multiplos : decalitro (dalL), hectolitro (hL) e quilolitro (kL).

Submultiplos : decilitro (dL), centilitro (cL) e mililitro (mL).

Para transformar medidas, procede-se da mesma forma das secdes
anteriores.

Exemplo 4 : Expressar 1.585 mL em dal.

Resolugdo :
kL hL dalL L dL cL mL
1 5 8 5,
Transfere-se a virgula
kL hL dalL L dL cL mL
0, 1 5 8 5

Resposta : 1.585 mL = 0,1585 dal.
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5.4. Medidas de Superficie

Utilizadas em medidas de areas.

Unidade fundamental : metro quadrado (m?).

Multiplos : decametro quadrado (dam?), hectdmetro quadrado (hm?) e
quilémetro quadrado (km?).

Submultiplos : decimetro quadrado (dm?), centimetro quadrado (cm?) e
milimetro quadrado (mm?).

Ao realizar transformacdes, lembrar-se que, aqui, sdo colocados dois
algarismos dentro de cada coluna do quadro.

Exemplo 5 : Carlos tem um apartamento de 48 m?. Qual é a medida dessa
area em centimetros quadrados ?

Resolugdo :
km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
48,
Transfere-se a virgula
km? hm? dam? m? dm? cm? mm?
48 00 00,

Resposta : 480.000 dm?.
5.5. Medidas de Volume

Utilizadas em medidas de volumes de sdlidos.

Unidade fundamental : metro cubico (m?3).

Multiplos : decametro cubico (dam?), hectémetro cibico (hm?) e quilémetro
cubico (km3).

Submultiplos : decimetro ctbico (dm3), centimetro ctbico (cm3) e milimetro
cubico (mm?3).

Ao realizar transformacgdes, lembrar-se que, aqui, sdao colocados trés
algarismos dentro de cada coluna do quadro.

Exemplo 6 : Um volume de 1230 km3 corresponde a quantos metros
cubicos?
Resolugdo :

3 3 3

km hm dam dm

1 230,

\ Transfere-se a virgula

Veja que, aqui, foi necessario
colocar o algarismo 1 fora do
quadro.

cm
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3 3 3 3

km hm dam m dm

1 230 000 000 000,

cm

Resposta : 1.230 km3 = 1,23 x 102 m3.
Relacao entre Capacidade e Volume

Medidas de capacidade e de volume sdo, na verdade, “a mesma coisa”.
Geralmente, usam-se as unidades de capacidade para a medi¢do de liquidos e gases,
enquanto que as unidades de volume s3dao mais usadas para medir o “espago
ocupado” por solidos. Mas é possivel converter uma na outra, através da importante
relagdo abaixo :

1dm3 =1L
Vejamos alguns exemplos :

Exemplo 7 : Uma caixa d’dgua de volume 1 m3 tem uma capacidade de
guantos litros ?

Resolugdo : Primeiramente, transformamos 1 m3 em dm3. Utilizando o
quadro da sec¢do anterior, vemos facilmente que : 1 m3 = 1.000 dm? (faca). Como 1
decimetro clbico é o mesmo que 1 litro, temos que 1.000 dm3 = 1.000 L.

Resposta : Uma caixa d’dgua de 1 metro cuibico tem uma capacidade de
1.000 litros.

Exemplo 8 : Temos, em laboratério; 2,35 dm?3 de um liquido. Em mililitros,
temos...

Resolugio : Pela relacdo dada, sabemos que 2,35 dm?® = 2,35 L. E, utilizando
0 quadro da sec¢do 5.3, podemos transformar a medida dada de litros para mililitros,
obtendo : 2,35 dm?3 = 2,35 L = 2.350 mL.

Resposta : 2.350 mL.

5.6. Medidas de Tempo

Para trabalhar com medidas de tempo, utilizamos as relaces ja conhecidas
do nosso dia-a-dia : 1min=60s,1h=60min,1d =24 h,1me=30d,1a =
12me, etc...

Podemos querer transformar uma medida de tempo mista em uma medida
Unica ou vice-versa. Vejamos os exemplos dados :

Exemplo 9 : O tempo de 12d 20h 50min é equivalente a quantos segundos?

Resolugdo : Aqui, queremos transformar uma medida mista numa medida
Unica, numa unidade menor (o segundo). Nesse caso, pegamos cada parte da
medida e convertemos para a unidade que queremos :
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a) Para passar de dias para horas, multiplicamos por 24. De hora para
minuto, multiplicamos por 60 e, de minuto para segundo, multiplicamos
de novo por 60. Assim : 12d = (12 X 24 X 60 X 60)s = 1.036.800s

b) Para a parte das horas, temos : 20h = (20 X 60 X 60)s = 72.000s

c) Paraa parte dos minutos : 50min = (50 x 60)s = 3.000s

Para obter o total de segundos, somamos os valores obtidosema,bec:

(1036800 + 72000 + 3000)s = 1111800s

Resposta : 12d 20h 50min equivalem a 1.111.800s.

Exemplo 10 : Expresse um tempo de 220.000 minutos na forma mista.

Resolugdo : Para transformar uma unidade para outra “maior”, devemos,
agora, dividir. Assim, para passar a medida de minutos para horas, devemos dividir
por 60. Vamos obter um quociente (nimero de horas) e um resto em minutos. Este
guociente devera ser dividido por 24, para a obtencdao do nimero de dias, e assim
por diante. Desse modo, faremos a sequéncia de divisdes abaixo :

220°0'0'0'min | 60

400 36’6'6’h | 24
400 126 152'd (30
400 66 2d  5me

Resposta : 220.000 min equivalem a 5me 2d 18h 40min.
5.7. Medidas de Angulo

A unidade fundamental é o grau. Os submultiplos sdo o minuto e o segundo.
As relagdes sdo : 1° = 60’ e 1’ = 60". Procedemos, assim, de forma bem parecida
ao que foi feito para tempo.

Exemplo 11 : Expresse, na forma mista, um angulo de 125.300".
Resolugdo :

125’3’0°0’ | 60

530 208’8’ |60

500 288  34°

ZW
Resposta : 125.300" equivalem a 34° 48’ 20".
Outras Conversoes
Existem grandezas que envolvem duas unidades de grupos diferentes. Como

exemplo, podemos citar a densidade e a velocidade. Vamos realizar algumas
conversdes envolvendo estas grandezas.
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Exemplo 12 : A densidade do ferro (Fe) é de 7,874 g/cm3. Converta a

densidade do ferro para kg/m?3.
7,874g _ 0,007874kg

1em3 ~ 0,000001m3

Resolugdo : = 7874 kg/m3

Exemplo 13 : Um corpo que se move a 24 m/s desenvolve uma velocidade

de quantos quildmetros por hora?

Resolugio : == °’°§‘”‘:‘ — 0,024 x 3600 = 24 x 1073 x 3,6 X 103 =

1s

60X60

24 x 3,6 = 86,4 km/h.

OBS : O cdlculo acima mostra que é valido aquele “macete” que existe em
alguns livros e manuais : para passar de m/s para km/h, basta multiplicar por 3,6. Ja
para passar de km/h para m/s, dividimos por 3,6.

5.8. Teorema de Tales

Este é um teorema muito importante para a resolucdo de varios problemas
matematicos. Basicamente, ele nos diz que, num feixe de retas paralelas, retas
transversais determinam segmentos correspondentes proporcionais.

Consideremos, por exemplo, um feixe de trés retas paralelas (r, s e t), e duas
transversais (uewv). As relagbes a seguir mostram a proporcionalidade dos
segmentos correspondentes determinados pelas duas transversais :

/ Algumas relagGes possiveis :
A D ,
] AB _DE
B E s BC — EF
AB DE
AC ~ DF
C F ¢
BC EF
] e
u

Vamos resolver algumas questdes :

Exemplo 14 : A figura indica trés lotes de terreno com frente paraarua Ae
para a rua B. As divisas dos lotes sdo perpendiculares a rua A. As frentes dos lotes 1,2
e 3 para a rua A medem, respectivamente, 15m, 20m e 25m. A frente do lote 2 para
arua B mede 28m. Qual é a medida da frente, para a rua B, dos lotes 1 e 3?

41



@ Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem
Professor : Leonardo G Rimsa

CEFET-MG

Rua A

Disponivel em : http.//www.colegiosalesiano.com.br/arquivos/site/listateorema-de-tales.pdf

Resolugdo : Vemos que as divisas dos terrenos formam um feixe de quatro
retas paralelas, pois todas sdo perpendiculares a rua A. E as ruas A e B sdo duas retas
transversais ao feixe. Logo, o Teorema de Tales é uma boa ferramenta para resolver

a questao.
Olhando para as trés primeiras paralelas (da esquerda para a direita),

podemos montar a seguinte proporgao :

15 «x
—=—220x=15X28=>x=—=21m

20 28 20
Olhando para as trés ultimas paralelas, podemos montar a proporgao :

20 2 700

8
£_7:20y—25x28=>y_ﬁ—35m

Resposta : As medidas sdao 21m e 35m.

Exemplo 15 : Determine x e y, sabendo que as retas 7, s e t sdao paralelas :

. v
\ /
7
'\ . r
\ /
b, ;f/4
NS
/
}'\X s
er J
s A
y \
s b
rx A t
; A
4 -,

Disponivel em : http.//www. coleqiosalésiano. com.br/arquivos/site/listateorema-de-tales.pdf

Resolugdo : Primeiramente, vemos que o fato de as transversais se cruzarem
pode trazer um pouco de “confusdo”. Os segmentos determinados pela primeira
transversal sobre o feixe sdo (6 +x)e5. Ja os segmentos determinados pela
segunda transversal sdo (4 + 2) e y. Assim, a proporgdo correta, pelo Teorema de

Tales, é:

6+x 6 (6 + 1) 30
= — = . =
5 y Xy
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Para obter uma outra relagdao envolvendo x, podemos tragar uma outra
paralela as retas do feixe passando pelo ponto de interse¢do das transversais (reta
w):

I N t
. \

Olhando para o feixe de retas r,w, s e para as duas transversais temos, pelo
Teorema de Tales :

=2>4x=12=>x=3

6
X

N A

Substituindo na primeira equacgao obtida :
6+4+3)y=30=29y=302y=—=—

Resposta:x =3 ey = 13—0.

Exercicios Propostos

1) Em cada caso, realize a conversdo de unidade pedida :
a) 53,4cmemkm
b) 126,32hg em dg
c) 53,4cm? em km?
d) 15m3emlL
e) 4536mL em dam?
f) 8d 12h 48minems
g) 3798" em medida mista
h) 45,6cm/s emkm/h

2) (CEFET/MG — 2015) Na figura a seguir, as retasr,s,t e w sdo paralelas e
a, b e c representam medidas dos segmentos taisquea + b + ¢ = 100 :

Conforme esses dados, os valores

< de a,bec sdo, respectivamente,
s 18 ¥\ iguais a :
N

24 b
t <\, a) 24,32e44
""""" N b) 24,36e40

33 C c) 26,30e44
w S d) 26,34 e 40
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3) (CEFET/MG - 2014) Uma construtora dividiu um terreno de um
quildmetro quadrado em 400 lotes de mesma area, e colocou-os a venda
ao preco de RS 90,00 o metro quadrado. O valor de venda, em reais, para
cada lote foide :

a) 175.000
b) 225.000
c) 275.000
d) 325.000

4) (CEFET/MG - 2011) Um ciclista partiu do centro de Belo Horizonte até a
Serra do Cipd, percorrendo 100 km em 4 horas e retornou ao local de
origem, gastando 5 horas. Portanto, a velocidade média durante todo
esse trajeto, em km/h, foi de :

a) 50/3

b) 200/9
c) 250/9
d) 100/3
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Capitulo 6 : Triangulos
6.1. Conceito e Classificacao

O poligono de trés lados é chamado de TRIANGULO. Os triangulos podem ser
classificados segundo dois critérios : quanto aos lados e quanto aos angulos.

Quanto aos lados, podemos ter :

Triangulo Equilatero : Possui os trés lados com a mesma medida.

Triangulo Isdsceles : Possui dois lados com a mesma medida. O lado que
possui medida diferente dos outros dois é chamado de BASE do triangulo isdsceles.

Triangulo Escaleno : Possui trés lados com medidas diferentes.

AN

Tridngulo Equilatero Triangulo Isésceles Tridngulo Escaleno

Quanto aos angulos, podemos ter :

Triangulo Acutangulo : Possui trés angulos agudos.
Triangulo Obtusangulo : Possui um angulo obtuso.
Triangulo Retangulo : Possui um angulo reto.

Tridangulo Acutangulo k
1]

Triangulo Obtusangulo
(o angulo marcado é obtuso)

Triangulo Retangulo
(o simbolo de angulo reto, na
matematica, é E‘)

Deste modo, todo tridngulo pode ser duplamente classificado (segundo os
dois critérios) :

—| Triangulo Obtusangulo Escaleno

Tridngulo Retangulo Isdsceles
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A seguir, estdao colocadas duas propriedades importantes de qualquer
triangulo :

Propriedade 1 : Em qualquer tridngulo, a soma dos dngulos internos é 180°.
Prova : Tomemos um triangulo qualquer ABC, tracando, pelo vértice A, uma
paralela ao lado BC :

Como P_Q)//ﬁ, temos que PAB = ABC = B8, pois sdo angulos alternos
internos. Pelo mesmo motivo, temos que QAC = ACB = y. Além disso, os angulos

PAB,BAC e QAC formam um angulo raso, mostrando que, realmente, @ + 8 +y =
180°.

Propriedade 2 : Num triangulo, um angulo externo é igual a soma dos dois
internos ndo adjacentes a ele.

Prova : Tomemos um triangulo qualquer ABC, onde § é um angulo externo e
a, e y sdo seus angulos internos :

Pela propriedade anterior, sabemos que a +  +y = 180°. Além disso,
y e § sdo angulos suplementares, ou seja, y + & = 180°. Comparando as duas
equagdes obtidas, vemos que :y+d=a+pB+y=>6=a+f, que era o que
gueriamos mostrar.

Exemplo 1 : Na figura, calcule os valores dos angulos x e y :

A
Xy
Resolugdo : Aplicando-se a Propriedade 1 aos dois tridngulos da figura, temos
que:
x +90° + 60° = 180° = x = 180° — 90° — 60° = x = 30°
. 60° o 45° o y+90° + 45° = 180° = y = 180° — 90° — 45° = y = 45°
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Exemplo 2 : Na figura, calcule o valor de x :

R
2x Resolugao :
x + 2x + x + 20° = 180°
4x = 160°
x = 40°
x x +20°
S T
Exemplo 3 : Calcule x :
P
30° Resolugdo : Pela Propriedade 2 :
2x = 30° + 40°
2x =70°
2 x = 35°
x
a0°
Q R

Exemplo 4 : Calcule x :

B
D

Resolugdo : Tragcando o segmento AC, vemos que o quadrilatero
ABCD é constituido de dois triangulos. Logo, a soma de seus
angulos internos é de : 180° + 180° = 360°.

O maior angulo do quadrilatero é o replemento do angulo x, ou
seja, 360° — x. Logo, temos :

75° 4+ 20° 4+ 15° 4+ 360° — x = 360°

110° —x =0
—x = —110°
x = 110°

B D

Questées disponiveis em : http://134350001.s3-sa-east-1.amazonaws.com/domagquirre/wp-content/uploads/2013/08/Lista-de-
Exerc%C3%ADcios-Tri%C3%A2nqulos-2.pdf

6.2. Semelhanga de Triangulos

Conceito : Dizemos que dois poligonos sdo SEMELHANTES quando é possivel
encontrar uma correspondéncia entre seus vértices de modo que angulos
correspondentes sejam IGUAIS e lados correspondentes sejam PROPORCIONAIS.

De modo informal, dois poligonos sdo semelhantes quando tém o mesmo
“formato”, quando um é apenas uma ampliacdo ou reducdo do outro, mantendo os
mesmos angulos e uma proporcionalidade dos lados. E o que acontece quando, por
exemplo, tiramos uma “foto”. A foto é, geralmente, uma versao reduzida do objeto
original, mas mantém a “forma” do mesmo.
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Estudaremos aqui as particularidades da semelhanca aplicada a triangulos.
Observemos os dois triangulos a seguir :

C

2V5 cm

Vamos estabelecer a seguinte correspondéncia entre os vértices deles : 4 —
U, B> Pe(C - Q. Feita esta correspondéncia, observamos que :

A=U=90°B=P=60°eC =0 =30° (angulos correspondentes sdo
iguais).

AB  2cm AC _4cm BC _ 2v/5cm

UP  1cm 'U_QZZCm: E:\/gcm
(lados correspondentes formam uma proporgao de razao 2).

Isso nos mostra que o triangulo ABC é SEMELHANTE ao triangulo UPQ.
Vemos que os dois tém o mesmo “formato”. O primeiro, na verdade, é uma
“ampliacdo” do segundo em duas vezes.

Em figuras semelhantes, a razdo comum entre os lados serd chamada de
RAZAO DE SEMELHANCA, e denotada por k. No caso acima, temos k = 2, mostrando
gue um dos tridngulos é a ampliacdo do outro em duas vezes. Sek = 3, um é a
ampliacao do outro em trés vezes, e assim por diante. Além disso, se a razao entre
duas figuras planas semelhantes é k, entdo a razdo entre suas areas serd k2. Assim,
ampliar um triangulo em duas vezes nado significa dobrar a sua darea, e sim
guadruplica-la. Ampliar uma figura plana em trés vezes nao significa triplicar sua
area, e sim multiplica-la por nove. E assim por diante...

Indicamos a semelhanca de figuras pelo simbolo (~). Desse modo, para
indicar que os dois triangulos acima sdao semelhantes, escrevemos : AABC~AUPQ
(leia : o triangulo ABC é semelhante ao tridngulo UPQ). Veja que, ao indicar a
semelhanca, é conveniente colocar os vértices do tridngulo de tal forma que vejamos
a correspondéncia entre eles que estabelece a semelhanca. Isso facilita bastante
para identificarmos, pela prépria notacdo, quais angulos e quais lados sao
correspondentes.

Se a razdo entre duas figuras semelhantes é k = 1, temos que, na verdade,
uma é copia exata da outra. O termo utilizado para indicar isso é dizer que as duas
figuras sdo CONGRUENTES. Logo, podemos ver a congruéncia como um caso especial
de semelhanca.

Neste ponto, pode surgir a seguinte indagacdo, para o caso especifico de
triangulos : sera que é preciso verificar todas as seis igualdades mostradas acima
para concluir que dois triangulos sdo semelhantes? Felizmente, a resposta é NAO!
Existem resultados interessantes da matematica (que ndo serdo provados aqui) que

. AB _AC BC
=2, 0U Sgja, —=—=—=
UP  UQ PQ

48



CEFET-MG

@ Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem

Professor : Leonardo G Rimsa

estabelecem critérios especiais para a verificagdo da semelhanga de triangulos. Sao
os CASOS DE SEMELHANCA, objeto da préoxima segao.

6.3. Casos de Semelhanga de Tridangulos
6.3.1. Caso LAL (Lado-Angulo-Lado) : Se dois tridngulos tém dois pares de lados em
proporg¢do e os angulos formados por esses pares de lados iguais, entdo eles

sao semelhantes.
Exemplo :

= E = AABC~ADEF

6.3.2. Caso LLL (Lado-Lado-Lado) : Se, em dois triangulos, verifica-se uma
propor¢ao com os trés pares de lados, entdo eles sdo semelhantes.

Exemplo
10 cm
: : o
AB BC AC:>AABC ADEF
DE EF DF

6.3.3. Caso AA (Angulo-Angulo) : Se dois tridngulos tém dois pares de angulos
respectivamente iguais, entdo eles sdao semelhantes.
Exemplo :

= AABC~ADEF

Exemplo 5 (PUC — Camp — Adapt) Na figura, temos que ADE = ACB, BC =
16cm, AC =20cm, AD =10cm e AE =10,4cm . Qual é o perimetro do
quadrilatero BCED?
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20cm

B 16cm C

Disponivel em :
http://www.educacional.com.br/upload/blogSite/8227/8227321/26265/Lista%20052232012215421.pdf

Resolugdo : Temos que os angulos ADE e ACB sdo iguais (informacdo da
quest3o). Além disso, o angulo BAC é comum aos dois triangulos da figura. Logo,
podemos concluir, pelo caso AA, que AADE~AACB. Da semelhanca, podemos
escrever (lembrado que, a angulos iguais, opdem-se lados proporcionais) :

AE DE AD 10,4 x 10

4B - BC ac ™ y+10 16 20

Se tiver duvida em como montar a propor¢do, marque com simbolos

. n N f i 10 1 .
diferentes os pares de angulos iguais. Além disso, veja que o5 Assim :

* Ll 16 8
16 2 x

104 1
=-=y+10=208=y=108

y+10 2

E vemos que : z+ 10,4 = 20 = z = 9,6. Logo, o perimetro do quadrilatero
pedidosera:x+y+z+16 =8+ 10,8+ 9,6 + 16 = 44,4 cm.
Resposta : O perimetro de BCED é 44,4 cm.

Exemplo 6 : Na figura, o triangulo ABC é retangulo em A, ADEF é um
quadrado, AB = 2cm e AC = 6cm. Quanto mede o lado do quadrado?

B

2—x
D—= E
X \
A X = C

Disponivel em :
http://www.educacional.com.br/upload/blogSite/8227/8227321/26265/Lista%20052232012215421.pdf

Resolugdo : Se ADEF é quadrado, entdo TC//ﬁ. Logo, BDE = BAC = 90°
(4ngulos correspondentes) e BED = BCA (angulos correspondentes). Podemos
concluir, pelo caso AA, que ABDE~ABAC. Da semelhancga, temos :
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2—x X 12
5 :€:2x=6(2—x):>2x=12—6x:>8x=12:>x=§=1,5cm

Resposta : O lado do quadrado mede 1,5 cm.

A seguir s3ao apresentadas mais duas propriedades importantes,
consequéncia da semelhanga (na verdade, da congruéncia).

Propriedade 3 : Um triangulo é isdsceles se, e somente se, os angulos da base

sdo iguais.

Demonstragao

(=) : Consideremos um triangulo isdsceles ABC e tracemos a bissetriz do
angulo A : 4

AB in o AP
Temos que vl 1 (o tridangulo é isdsceles), T 1 (lado comum aos
AB

triangulos ABP e ACP). Logo vl %. Além disso, temos que BAP = CAP (AP é

bissetriz). Entdo, pelo caso LAL, os triangulos ABP e ACP sao semelhantes (na
verdade, sio CONGRUENTES, pois k = 1). Disso, concluimos que os angulos opostos

ao lado AP, em cada triangulo, sdo iguais, ou seja, B = C.

(<) : Consideremos um triangulo ABC em que B = €. Tracemos a altura AH
deste triangulo, ou seja, AHB = AHC = 90° :
A

Pelo caso AA, concluimos que os triangulos ABH e ACH sao semelhantes. Em

triangulos semelhantes, sabemos que lados opostos a angulos iguais formam

AB AH

proporcdo. Entdo : ac — an = 1 (na verdade, os tridngulos sdo congruentes). Desse

modo, concluimos que AB = AC, ou seja, o tridngulo é isésceles.

Observagdo : Esta terceira propriedade nos permite concluir que também
que:
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a)
b)

Num tridangulo equildtero, os trés angulos internos sdao iguais e medem
60° cada. De fato, se AABC é equilatero, entdo AB = AC. Desse modo,
podemos considerar que o tridngulo é isdsceles de base BC e, assim, B =
C. Por outro lado, se o tridngulo é equildtero, temos também que BA =
BC. Isso nos mostra que também podemos ver este tridngulo como
isdsceles de base AC. Logo, A = C. Juntando as igualdades, temos que
A =B = C. Como a soma dos trés angulos é 1809, entdo cada um deles
vale 60°.

Utilizando também a terceira propriedade, podemos concluir que, se um
tridangulo possui os trés angulos internos iguais a 60°, entdo ele é
equildtero (escreva este raciocinio).

Podemos, entdo, enunciar o corolario a seguir, que decorre imediatamente
da propriedade 3 :

Um tridangulo é equilatero se, e somente se, é equiangulo.

Para enunciar a proxima propriedade, precisamos definir trés segmentos
notaveis de um triangulo :

a)

b)

Mediana : Segmento que sai de um dos vértices de um triangulo e vai até
o ponto médio do lado oposto a esse vértice. Todo tridngulo possui trés
medianas.

Bissetriz : Segmento que sai de um vértice e vai até o lado oposto,
dividindo o angulo do vértice de origem ao meio. Todo tridngulo possui
trés bissetrizes.

Altura : Segmento que sai de um vértice e vai até a reta suporte do lado
oposto a este vértice, sendo perpendicular a esta reta. Todo tridangulo
possui trés alturas.

Vejamos a figura a seguir :

H P M C

Aqui, temos que AM é uma mediana deste tridangulo (AM = CM). O
segmento AP é uma bissetriz (BAP = CAP). J4 o segmento AH é uma altura
(AHB = AHC = 90°). Veja que, em geral, os trés segmentos, relativos a um mesmo
vértice, ndo coincidem. A propriedade seguinte nos diz que, num tridngulo isdsceles,
se tomarmos a mediana, a bissetriz e a altura que tém uma das extremidades na
base do triangulo, elas coincidem! Ndo sera demonstrado, mas pode ser feita a
prova como exercicio.
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Propriedade 4 : Num triangulo isésceles, a mediana, a bissetriz e a altura
relativas a base coincidem!

O triangulo ABC é isésceles, com AB = AC.
Entdo, AH é mediana, bissetriz e altura!

Exemplo 7 : A

x 150°

Na figura acima, PA=PB = PC e o angulo ACQ = 150°. Determine a
medida do dngulo ABC = x.

Resolugdo : ACP + 150° = 180° = ACP = 30°. Como PA = PC, temos que
0 APAC é isésceles e, portanto : PAC = ACP = 30°. Utilizando o fato de que a
soma dos angulos internos de um triangulo vale 180° temos, olhando para o APAC :
APC +30° +30° = 180° = APC =120° . Os angulos APCe APB sdo
suplementares. Logo : APB + 120° = 180° = APB = 60°. Mas PAB = x, pois
PA = PB, e o tridangulo PAB é isésceles de base AB. Assim : x + x + 60° = 180° =
2x = 120° = x = 60°. Isso nos mostra que, na verdade, o tridngulo PAB é
equildtero, ou seja, AB = PA = PB = PC!

Resposta : x = 60°.

Exercicios Propostos

1) (CEFET/MG - 2018) No tridngulo AEF da figura a seguir, temos que
med(AB) = med(BC), BC//DE e CD//EF :
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O valor de 8, escrito em fungdode a e f é:

a) 6=a+p

b) 6=0—-a«a
__180°%+a+p

c) 6= —

d) 0= 180°-a-f

2

2) (CEFET/MG - 2016) Na figura a seguir, o segmento AC representa uma
parede cuja altura é 2,9m. A medida do segmento AB é 1,3m e o segmento
CD representa o beiral da casa. Os raios de solr; e 1, passam ao mesmo
tempo pela casa e pelo prédio, respectivamente.

r r

~N

Dodogon
Dooood

B/
A =]
} 3

]

Se 1y é paralelo com 15, entdao o comprimento do beiral, em metros, é:
a) 0,60
b) 0,65
c) 0,70
d) 0,75

3) (CEFET/MG - 2014) A figura a seguir apresenta um quadrado DEFG e um

triangulo ABC cujo lado BC mede 40cm e a altura AH, 24cm. A medida do
lado desse quadrado é um numero :
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A
E / F
B P I G C

H

a) Par

b) Primo

c) Divisivel por 4

d) Multiplode 5

Dica (ndo estad na questdo) : Quando dois poligonos sdao semelhantes, a razdo

entre quaisquer dois elementos lineares correspondentes é igual a razdo de
semelhanca. Por exemplo, a razdo entre as alturas também é igual a razdo de
semelhanga.

4)

(CEFET/MG — 2011) Referindo-se as afirmacdes seguintes, assinale (V) para as
verdadeiras e (F) para as falsas.

() Dois triangulos semelhantes sdo sempre congruentes.

() Dois triangulos equilateros sdo sempre semelhantes.

() Dois triangulos retangulos sdo sempre semelhantes.

() Dois triangulos retangulos isdsceles sdo sempre congruentes.
A sequéncia correta encontrada é :

a) VVVF

b) FVFF

¢) FVFV

d FFFV

5) (CEFET/MG — 2006 — Adapt) Na figura, A = 90°, AM = BM, BS é bissetriz do
angulo B e ASB = 126°. Nessas condicdes, o angulo € mede :
A
a) 30°
b) 36°
c) 44°
S d) 54°
B M C
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6) (CEFET/MG — 2005) Na figura, ABC é um triangulo retangulo em A e DEFG é
um quadrado inscrito nesse triangulo. Considerando-se que BG=9 e CF=4, o
perimetro desse quadrado é igual a :

A

a) 24
b) 28
D E c) 32
d) 36
B G F C

6.4. Relagdes Métricas no Tridangulo Retangulo e Teorema da Bissetriz Interna e
Externa

Consideremos um tridngulo retangulo ABC, retangulo em 4, e sua altura AH
relativa a hipotenusa. Neste tridngulo, a é a medida da hipotenusa, b e c sdo as
medidas dos catetos (b oposto ao dngulo B e ¢ oposto ao dngulo €), h é a medida da
altura. JA m e n sdo as medidas das duas partes em que a altura divide a hipotenusa :

A

a

Vemos que os tridangulos ABC e HBA sao semelhantes (caso AA) : ambos sdo
retangulos e possuem o angulo B em comum. Os triangulos ABC e HAC também
sdo semelhantes pelo mesmo caso : ambos retangulos e angulo € em comum. Pela
propriedade da transitividade da semelhanca, podemos dizer que os trés tridangulos
sao semelhantes entre si : AABC~AHBA~AHAC.

Da semelhanca de ABC e HBA, podemos escrever :

h
—=—==ah=bc(I)

b
Eoiscz=aman
C_a cT=am

Da semelhanca de ABC e HAC, podemos escrever :
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b
=—= b? = an (I1I)

Sl

Da semelhanca de HBA e HAC, podemos escrever :

= h? =mn (IV)

h
n

|3

J& adicionando-se as relagdes II e 111, obtemos uma quinta relagdo :
c*+b?> =am+an = a(m + n)

Comom+n=a:a.a=b?+c?oua®=>b%+c?(V)

Esta ultima relacdo é um resultado importante conhecido como TEOREMA DE
PITAGORAS.

Portanto, sdo cinco as relagdes métricas importantes em um triangulo
retangulo : b2 = an, ¢? = an, h? = mn, ah = bc e a®> = b? + ¢2.

O Teorema da Bissetriz Interna é uma ferramenta interessante e que pode
ajudar resolver problemas de tridangulos. Ndo serd demonstrado aqui. Diz que a
bissetriz interna a um dos angulos de um tridangulo divide o lado oposto em
segmentos proporcionais aos lados adjacentes. Em figura :

A

Teorema da Bissetriz Interna

, . . ~ X
Se AP é bissetriz, entao; = %.

Temos também o Teorema da Bissetriz externa :

Teorema da Bissetriz Externa

Se AP é bissetriz, entéog = %.

A
N

Exemplo 8 : Na figura a seguir, calcule as medidas dos elementos
desconhecidos :
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Resolugdo : Utilizando as relacdes estudadas, temos :
152 =924+ ¢2=¢2=225-81=144=>c =12
92 =15n=>15n=81=>n=>5,4
122 =15m=15m =144 >m =9,6
15h=9%X12=>15h =108 > h =7,2

Exemplo 9 : Se AP é bissetriz de um dos angulos internos do tridngulo, e se a
razao de x para y é dois tergos, calcule o valor de q.

C
Resolugdo : Pelo Teorema da Bissetriz Interna,
P temos que :
x 15
q B q X
Massabemosque:§=§=>2y= 3x:>y=37x
15

3x

15X—
Entdo:q=—2=15x2=2=225

Exercicios Propostos

7) (CEFET/MG - 2017) Duas criancas, cada uma em um prédio diferente,
brincam com canetas lasers nas janelas de seus apartamentos, apontando
para um ponto na quadra situada entre os prédios. A crianca do prédio A estd
a uma altura de 10 m, e a do prédio B, a uma altura de 20 m do chao. A
distancia entre os prédios é de 50 m. Em um determinado momento, os
lasers das criancas atingem, simultaneamente, um ponto P do patio
equidistante das criancas, tal como na ilustracdo a seguir :
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prédio A prédio B
1 1
ot AL+
) . P R A
D000 S eon|log
- - CE> ‘\/,(\‘\ ’,"‘\ ~ - -
W
50 m
A distancia x, em metros, deste ponto até o prédio B é :
a) 22
b) 23
c) 25
d) 28

8) (CEFET/MG —2015) O perimetro do triangulo ABC vale 120 cm e a bissetriz do
angulo A divide o lado oposto em dois segmentos de 18 e 22 cm, conforme a
figura :

A A medida do maior lado desse
triangulo, emcm, é :
a) 22
C b b) 36
c) 44
d) 52

9) (CEFET/MG - 2015) Na figura, os tridngulos ABC e BDE sdo triangulos
retangulos, onde AC = 2,AB = 2+/3 e AD = 2DE. Desenhando o tridngulo
ACD, a medida do segmento CD é igual a:

C
a) V2
b) V3
E c) V5
d) V7
A D B

10) (CEFET/MG — 2010) Na figura seguinte, as raizes da equac¢do da parabola
expressa pory = a(x — x1)(x —x3),coma € R*, sdox; e x5 :
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1o

A/

Os valores de a, x; e x, sdo, respectivamente :
13 25 144

a — — — — —
) 60’ 1;’ 13
1 25 144
b) —=, -2, =
60 13’ 13
13 25 144
C) PN
60 1§ 13
1 25 144
d ===
60’137 13

11) (CEFET/MG — 2007) Na figura, AQ e AP sdo, respectivamente, bissetrizes
interna e externa do triangulo ABC. Se BQ =8 m e QC = 6 m, entdo a medida
de QP, em metros, é :

A

a) 32

b) 36

c) 42

d) 48

B Q C P

12) (CEFET/MG - 2006) A figura mostra o poligono ABCDEF, no qual dois lados
consecutivos quaisquer sao perpendiculares. O ponto G esta sobre o lado CD
e a reta r. As medidas dos lados AB, BC, EF e FA sdo, respectivamente, 16cm,
12cm, 6cm e 8 cm. O perimetro do poligono ABCG, em cm, é :

D g/: a) 46

b) 48
c) 50
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13) (CEFET/MG — 2006) Na figura, o tridngulo ABC é retangulo em A e AM é
bissetriz do angulo A. Se AC = 3 e AM = V2, ento a medida da hipotenusa
BCé:

A B a) 342
p) 25

2
5v3

C) T
23

d) —

C

14) (CEFET/MG — 2005) Na figura, AD ¢é a distancia do vértice A ao lado BC do
triangulo ABC. Sendo AB=5, BD=3,8 e BC=10, a medida x do lado ACé :

A
a) 7
b) 8
X c) 9
d) 10
C D B

15) (CEFET/MG - 2019) Na figura abaixo, o triangulo ABC é retangulo em C.
Sendo med(AD) = 4cm, med(BD) = 8cm e med(EF) = 0,2cm, a medida
de EG,emcm, é:

A D B a) 0,2\/§
b) 0,3V3
c) 0,4V3
E 1@ d) 0,5V3
-
C

16) (CEFET/MG — 2019) No retangulo ABCD, o lado AB mede 4b e o lado BC
mede 3b. Sabendo-se que a medida do segmento AE égda medida de AD,
entdo o perimetro do triangulo ACE é :
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6.5. Razdes Trigonométricas no Triangulo Retangulo

a) 16b
b) 46b
c) b(5+ 4V5)
d) b(6+ 2v/5)

Em um tridangulo retangulo, podemos definir trés razdes importantes
referentes a cada um de seus dois angulos agudos. Essas razoes dependem apenas
do angulo em questdo, ou seja, ndo dependem do triangulo retangulo do qual o
angulo faz parte (sdo tabeladas). Isso ocorre porque, se dois tridngulos retangulos
tém um mesmo angulo agudo, eles sdo semelhantes. Logo as razées a seguir serdo
iguais nos dois. Elas s3o as RAZOES TRIGONOMETRICAS. S3o elas :

cosseno de um angulo agudo =

tangente de um angulo agudo =

seno de um angulo agudo =

cateto oposto ao angulo

hipotenusa

cateto adjacente ao angulo

hipo

tenusa

cateto oposto ao angulo

cateto adjacente ao angulo

No triangulo retangulo ABC a seguir, seja a a medida da hipotenusa, b e c as
medidas dos catetos e @ e f as medidas de seus dois angulos agudos.

B

A

De acordo com as defini¢cdes dadas, podemos escrever :

b
sena = —
a

c
cosa = —
a

b

tga =—
g Cc

_c
senﬁ—a
_b
cos,B—a
. <
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Observando que @ + 8 = 90°, ou seja, § = 90° — a, ja podemos perceber
aqui algumas relagdes interessantes da trigonometria :

1
sena = cos(90° —a),cosa =sen (90° —a) etg a = m
Podemos ver também que : tg a = =2,
cosa

Alguns angulos sdao notaveis. Por exemplo, ao tragar uma das alturas de um
triangulo equilatero, sabemos que ela é, também, mediana e bissetriz.
Consideremos, entdo, um triangulo equilatero de lado x :

60°
L0l N
2

Aplicando — se o Teorema de Pitagoras ao tridngulo retangulo AHB :

X\ 2 x?  3x? xV3
2 - — A2 2 _ L2 — —
R+ (5) =x?=h?=x T = oh=—

Logo, do triangulo equilatero, podemos “tirar” as razdes trigonométricas de
dois angulos importantes. Olhando de novo para o triangulo retangulo AHB, temos :

o _X\/g/z_\/§ o o 1 o_xﬁ/z_\/§
sen60° = —=——=—,00s60" =—=-¢etg 60° = 57— =—"X2
x X 2 x 2 /2 2
V3
Pelas relacGes escritas :
sen30°—cos600—1cosBOo—sen60°——et 300—;—i—§
- — 2 - 2 C9T Tige0 T3 3

Olhando para um quadrado e sua diagonal, podemos encontrar as razdes
trigonométricas de um outro angulo notavel. Consideremos um quadrado de lado x :

D c Utilizando o Teorema de Pitagoras, podemos calcular o valor de
sua diagonal em fungdo de seu lado :

d>=x?+x’>d?=2x>=>d=xV2

d x
Logo, do quadrado podemos “tirar” as razGes trigonométricas do
angulo de 45° (olhe para o tridngulo retdngulo ABC) :
45° =
A B x 1 2 V2 x
x sen45° = ——=—=—,c0s45° =— etg45°=—=1
w2 V22 2 x
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Os resultados podem ser resumidos na tabela a seguir. Ela é de suma
importancia em nossos problemas (vale a pena memorizar) :

30°

sen

cos

I
SIS

o
awlr—\l\)|é‘og

tg

w|$|l\>|é| N =

Exemplo 10 : Calcule a altura do prédio mostrado :

i

HERN

Y E

< 60m
Disponivel em :
http://www.csj.q12.br/csj www2/ef69/2016/salaestudo/3tri/Mat _9ano 3tri Exercicios Marcelo.pdf

Resolugdo : Neste tipo de exercicio é preciso, primeiramente, decidir qual das
trés razbes trigonométricas iremos utilizar. Isso depende dos dados que foram
fornecidos. Observe o tridngulo retangulo com angulo agudo de 30°. A altura do
prédio, que queremos calcular, é o cateto oposto a este angulo. Ja a distancia de
60m é a medida do cateto adjacente ao angulo. Das razbes estudadas, o que
relaciona angulo com cateto oposto e cateto adjacente? E a TANGENTE! Ent3o,
podemos escrever :

X
tg 300 = —
g 60

Na tabela que formamos, temos que tg 30° = \/3—§ Substituindo, temos :

V3 x
?:@z3x=60\/§:>x=20\/§metros

Resposta : O edificio tem altura de 20+/3m (aproximadamente 34,6m).

Exemplo 11 : Na figura, calcule a distadnciaentre De E :
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=
D

Disponivel em : http.//files.cintiamarques.webnode.com.br/200000133-c9158cb096/Trigonometria.pdf

Resolugdo : Para calcular a distancia DC, aplicamos o conceito de cosseno no
primeiro tridngulo retangulo :

Para calcular CE, olhamos para o outro tridngulo retangulo :

CE __ 1
cos60°=7=’CE=2cos600=2><§=1

Logo:DE =DC + CE =3V2+1

Exemplo 12 : Um observador vé um edificio, construido em terreno plano,
sob um angulo de 60°. Se ele se afastar do edificio mais 30 m, passara a vé-lo sob
um angulo de 45°. Calcule a altura do edificio.

5T

j E

W 45° N 80°
Disponivel em :
http://www.csj.g12.br/csj www2/ef69/2016/salaestudo/3tri/Mat 9ano 3tri Exercicios Marcelo.pdf

Resolugdo : Chamemos a distancia do vértice do angulo de 45° até a base do
edificio de p. Olhando para o maior triangulo retangulo da figura (AACD), podemos
escrever :

X X

Ou seja, a distancia do vértice do angulo de 45° a base do prédio é igual a
altura dele. Logo, temos que a distancia do vértice do angulo de 60° a base do
prédio é igual a (x —30)m. Olhando para o menor triangulo retangulo da figura
(ABCD), temos :
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tg 60° = —— \/———:\/—x—BO\/——x:M/—x—x—30\/—:>
30\/‘ 30vV3(W3 +1 90 + 30+/3
=>(\/§—1)x=30\/§=>x=\/__1=\/__1()(\/_+)1)= 31
9o+3o\/—

> = (45 + 15V3) metros

Exercicios Propostos

17) (CEFET/MG — 2017) Em um triangulo retangulo, a tangente de um de seus
angulos agudos é 2. Sabendo-se que a hipotenusa desse triangulo é 5, o valor
do seno desse mesmo angulo é:

a)g
b)?
V5
C)?
o|)%g

18) (CEFET/MG — 2013) O percurso reto de um rio, cuja correnteza aponta para a
direita, encontra-se representado pela figura abaixo. Um nadador deseja
determinar a largura do rio nesse trecho e propde-se a nadar do ponto A ao
B, conduzindo uma corda, a qual tem uma de suas extremidades retidas no
ponto A. Um observador localizado em A verifica que o nadador levou a
corda até o ponto C.

Dados:
B C
0 0 0 ! vy
o |50 )45 60 | /1200
sena | 1/2 | N2/2 | V372
cosa | \3/2 | \2/2| 12
tga | V3/3 1 V3 A

Nessas condicOes, a largura do rio, no trecho considerado, é expressa por :
1_
a) -AC
3
b) -AC
3_

d) iR

N

19) (CEFET/MG — 2012) Um triangulo ABC, retangulo em A, possui o angulo
interno € maior que o angulo interno B. De acordo com esses dados, é
correto afirmar que :
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a) senB < cosC
b) sen B < cosB
c) senC < cosC
d) senC < cosB

20) (CEFET/MG — 2011) Um foguete é langado de uma rampa situada no solo sob
um angulo de 60, conforme a figura :

Dados:

sen 60° = %
12k altura 1

cos 60° = >
50° o tg60° = V3

A altura em que se encontra o foguete, apds ter percorrido 12 km é :
a) 600dam

b) 12.000 m

c) 6.000v3dm

d) 600.000v3 cm

21) (CEFET/MG - 2005) As extremidades de um fio de antena totalmente
esticado estdo presas no topo de um prédio e no topo de um poste,
respectivamente, de 16 e 4 metros de altura. Considerando-se o terreno
horizontal e sabendo-se que a distancia entre o prédio e o poste é de 9
metros, o comprimento do fio, em metros, é :

a) 12
b) 15
c) 20
d) 25

6.6. Lei dos Cossenos

Este é um teorema muito interessante, que pode ser util e ajudar na
resolucio de problemas sobre tridngulos. E uma espécie de “generalizacdo” do
Teorema de Pitdgoras para tridngulos nao retangulos. Na verdade, podemos ver o
Teorema de Pitdgoras como um “caso particular” da Lei dos Cossenos.

Ela nos diz que : “Em qualquer tridngulo, o quadrado de um dos lados é igual
a soma dos quadrados dos outros dois, menos o duplo produto desses dois vezes o
cosseno do angulo que eles formam.” Em figura :

Lei dos Cossenos
a? =b%+c?—2bc.cosa

(s
Q

Dica : Comece a “sentenca” sempre pelo
lado oposto ao dangulo dado!
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Exemplo 13 : Na figura, calcule x :
Resolugdo : Aplicando a Lei dos Cossenos, temos :
xz=22+(\/7)2—2><2><\/7><cos45‘7

2
x2:4+2—4\/§xg

‘ x2=6-42x=+V2cm

\/icm

As vezes, acontece de ser dado um angulo obtuso do tridngulo. Ainda n3o foi
estudada a trigonometria no ciclo trigonométrico (assunto do ensino médio). Mas,
se tivermos um angulo a tal que 90° < a < 180°, podemos utilizar a seguinte
relagdo trigonométrica para obter o seu cosseno : cos @ = — cos(180° — a).

Exemplo 14 : Calcule, no tridngulo a seguir, a medida desconhecida x :

ﬁcm

x 150°

\/§cm

Resolugdo : Primeiramente, é preciso ver que, se « = 1507 :

V3
cos 150° = —cos(180° — 150°) = — cos 30° = —

Aplicando-se a Lei dos Cossenos :
(V7)? = x? + (V3)? — 2.x.4/3. cos 150°
V3
7=x%+3- 2\/§x.<—7>
x2+3x—4=0
A=32—-41.(—4) =25
-3+5
2
x; = 1ex, = —4 (nao serve!)
Resposta:x = 1 cm.

X =

6.7. Segmentos e Pontos Notaveis do Triangulo
Todos os triangulos possuem os seguintes segmentos e pontos notaveis :
Mediana : Um segmento que tem origem em um dos vértices e extremidade
no ponto médio do lado oposto é chamado de uma MEDIANA do triangulo. Todo
triangulo possui trés medianas, que se encontram em um ponto chamado de

BARICENTRO do triangulo.
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O Baricentro (G) possui as seguintes propriedades :

E sempre interno ao tridngulo.

Se o triangulo tiver densidade constante em toda a sua extensdo, o
baricentro é o CENTRO DE GRAVIDADE dele.

O baricentro divide cada mediana na razao 2:1. Na figura acima, por exemplo,
temos que : AG = 2GM,,BG = 2GM, e CG = 2GMs;.

Bissetriz : Segmento que tem origem em um dos vértices do triangulo e
extremidade no lado oposto, sendo que divide o angulo do vértice de origem ao
meio. Todo triangulo possui trés bissetrizes. O ponto de encontro das trés bissetrizes
€ o INCENTRO do triangulo.

O incentro (I) tem as seguintes propriedades :

E sempre interno ao triangulo.

A bissetriz de um angulo é o lugar geométrico dos pontos que sdo
equidistantes das duas semirretas que formam o angulo. Como o incentro é comum
as trés bissetrizes, ele tem a propriedade de ser equidistante dos trés lados do
triangulo (como nos mostram as distancias em vermelho marcadas na figura). Desse
modo, temos que é SEMPRE possivel tragcar uma circunferéncia que tangencie os trés
lados de um triangulo. Basta tomar o incentro como centro desta circunferéncia e a
distancia dele a qualquer um dos lados do triangulo como raio. Dizemos que a
circunferéncia assim obtida estd inscrita no triangulo ou, equivalentemente, que o
triangulo esta CIRCUNSCRITO a circunferéncia. Entdo, podemos enunciar o
importante resultado : TODO TRIANGULO E CIRCUNSCRITIVEL (ADMITE
CIRCUNFERENCIA INSCRITA). O CENTRO DESTA CIRCUNFERENCIA E O INCENTRO DO
TRIANGULO!
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Mediatriz : Reta que passa pelo ponto médio de um dos lados de um
triangulo e é PERPENDICULAR a esse lado. Todo triangulo possui trés mediatrizes. O
ponto onde elas se encontram é o CIRCUNCENTRO do triangulo.

O circuncentro (C) tem as seguintes propriedades :

Nem sempre é interno ao triangulo (como vemos no exemplo acima). Na
verdade, o circuncentro serd interno quando o tridngulo for acutangulo e externo
guando for obtusangulo. Se o tridngulo for retdngulo, o circuncentro serd o ponto
médio da hipotenusa.

A mediatriz de um segmento é o lugar geométrico dos pontos que sdo
equidistantes das duas extremidades do segmento. Como o circuncentro é comum
as trés mediatrizes, ele tem a propriedade de ser equidistante dos trés vértices do
triangulo. Desse modo, temos que é SEMPRE possivel tracar uma circunferéncia que
passe pelos trés vértices de um triangulo. Basta tomar o circuncentro como centro
desta circunferéncia e a distancia dele a qualquer um dos vértices do triangulo como
raio. Dizemos que a circunferéncia assim obtida estd circunscrita ao triangulo ou,
equivalentemente, que o triangulo esta INSCRITO na circunferéncia. Entdao, podemos
enunciar o importante resultado : TODO TRIANGULO E INSCRITIVEL (ADMITE
CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA). O CENTRO DESTA CIRCUNFERENCIA E O
CIRCUNCENTRO DO TRIANGULO!

Altura : Segmento que tem origem em um dos vértices de um triangulo e
extremidade na reta suporte do lado oposto, sendo PERPENDICULAR a esta reta
suporte. Todo triangulo possui trés alturas. O ponto de encontro delas (ou de seus
prolongamentos) é o ORTOCENTRO do triangulo.

Vejamos, por este exemplo, que o
ortocentro nem sempre serd interno ao
triangulo. Na verdade, triangulos
acutangulos tém ortocentro interno.
Tridngulos obtusangulos tém ortocentro
externo. Ja os triangulos retangulos tém
o ortocentro coincidente com o vértice
onde esta o angulo reto.

Propriedade Importante : No triangulo
equilatero, os quatro pontos notaveis
coincidem!

c
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6.8. Casos de Congruéncia de Triangulos

Neste texto, trabalhamos a congruéncia como um caso especial da
semelhanca. Se dois poligonos sdao semelhantes e a razdo de semelhanga for 1 entdo,
na verdade, um poligono é a “cépia exata” do outro, ou seja, eles sdo congruentes.

No caso de triangulos, para concluir que eles sdo congruentes, podemos,
primeiramente, mostrar que eles sao semelhantes (encontrando, por exemplo, dois
pares de angulos respectivamente iguais nos dois — caso AA). Mostrada a
semelhanca, se encontrarmos um par de lados correspondentes igual nos dois (lados
opostos a angulos iguais), ai sim podemos concluir a congruéncia. Foi o que foi feito
na demonstracdo da propriedade 3, por exemplo.

Mas, no caso de tridngulos, existem teoremas que dizem especificamente
sobre a congruéncia. S3o os CASOS DE CONGRUENCIA. Vamos enuncia-los aqui para
gue nosso texto fique completo. Podem ser usados em exercicios e demonstracdes,
se necessario. Simbolo usado para congruéncia : (=).

Caso de Congruéncia 1 : (LADO — ANGULO - LADO (LAL))

Se dois tridngulos sdo tais que dois lados de um deles sdo respectivamente
iguais a dois lados do segundo, e se os angulos formados por esses lados for igual
nos dois triangulos, entdo eles sdo congruentes.

A

B =DE,BC =EF e B = E = AABC = ADEF

Caso de Congruéncia 2 : (ANGULO — LADO — ANGULO (ALA))
Se dois triangulos sao tais que dois angulos de um deles sdo respectivamente
iguais a dois angulos do segundo, e se o lado comum a estes dois angulos for igual

nos dois triangulos, entdo eles sdo congruentes.
D
C

F = AABC = ADEF
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Caso de Congruéncia 3 : (LADO — LADO - LADO (LLL))
Se os trés lados de um triangulo forem respectivamente iguais aos trés lados
do segundo, entdo eles sao congruentes.

B T C D
AB =DE,BC = EF e AC = DF = AABC = ADEF

Caso de Congruéncia 4 : (LADO — ANGULO — ANGULO OPOSTO (LAAo))

Se dois tridngulos sdo tais que um lado de um seja igual a um lado do outro,
um angulo adjacente a este lado no primeiro seja igual ao dngulo adjacente ao lado
igual no segundo e ainda se os angulos opostos a este lado nos dois tridngulos forem
iguais, entdo eles sdo congruentes.

A F
B

e A =D = AABC = ADEF

S5

C=EF,B=

Caso de Congruéncia 5 : (CASO ESPECIAL CATETO — HIPOTENUSA (CE))
Se dois triangulos retangulos possuem suas hipotenusas com a mesma
medida e um par de catetos iguais (um cateto em cada um deles), entdo eles sdo

congruentes. D
B
F
E
BC = EF,AC = DF = AABC = ADEF
A
A c
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Capitulo 7 : Quadrilateros
7.1. Conceito

Chamamos de quadrildtero a qualquer poligono de 4 lados. Um primeiro
resultado interessante é que a soma dos quatro angulos internos de qualquer
quadrilatero é sempre igual a 360°. Com efeito, todo quadrilatero pode ser dividido,
por uma de suas diagonais, em dois tridngulos. Logo, a soma dos angulos do
quadrilatero equivale a soma dos angulos de dois triangulos, ou seja, 2 X 180° =
360°.

Exemplo 1 : No quadrilatero a seguir, calcule o valor de x :

Resolugdo :
x +90° + 2x + 60° = 360°
3x = 360° — 150°
3x = 210°
x =70°

$

Resposta : x = 70°.

Disponivel em : https://www.ime.unicamp.br/~chico/ma092/MA092 ex3.pd]

7.2. Paralelogramos

A primeira classe de quadrildteros notdveis que vamos estudar é a dos
PARALELOGRAMOS. Paralelogramo é o quadrilatero que possui os lados opostos
paralelos.

ABCD é um paralelogramo :
AB//CD e AD//BC.

A B

A seguir, vamos listar as propriedades principais dessa classe de
guadrilateros. Nao iremos demonstrar todas.

Em todo paralelogramo :

a) Angulos opostos s3o iguais.

b) Angulos adjacentes sdo suplementares.
c) Lados opostos sdo iguais.

d) Diagonais cortam-se ao meio.

ABCD é paralelogramo. Entéo :

a) A=CeB=D

b) A+D =180°e B+ C = 180°
I c) AD=BCeAB =CD
d) BM =MD e AM = MC

<
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Demonstracao de a) : Consideremos um paralelogramo ABCD e sua diagonal
AC :
D C
A B

Por ser paralelogramo, temos que AB//CD. Considerando a transversal AC,
temos que os angulos ACD e CAB s3o iguais (alternos internos). Da mesma forma,
temos que AD//BC (por ser paralelogramo). Considerando novamente a transversal
AC, temos que os angulos DAC e ACB também s3do alternos internos e, portanto,
iguais. Pelo caso AA, concluimos que os triangulos ABC e CDA sao semelhantes.
Como os lados correspondentes AC e CA sao, na verdade, coincidentes, temos que a
razdo de semelhanca é 1 e, na verdade, os triangulos sdo CONGRUENTES
(curiosidade). Da semelhanca, tiramos que B = D. E, além disso : A = CAB +
DAC = ACD + ACB = C, como queriamos demonstrar.

Exemplo 2 : No paralelogramo a seguir, temos B = 80°, BM é bissetriz do
angulo B e AM é bissetriz do angulo A. Determine a medida do angulo AMB.

Disponivel em : https://pt-static.z-dn.net/files/dbc/decb5ef390818c4064b97f94afed2d3d.pdf

Resolugdo : Como BM é bissetriz de B, temos que MBA = 40°. Como A e B
sd0 angulos adjacentes de um paralelogramo, temos que A + B = 180°. Portanto,
A =100° e, como AM é bissetriz, temos que MAB = 50°. Somando os angulos do
AAMB, temos : AMB + 50° + 40° = 180° = AMB = 90°.

Resposta : AMB = 90°.

7.3. Tipos Especiais de Paralelogramos
Dentro da classe dos paralelogramos, temos alguns especiais. S3o eles :

Retangulo : E o paralelogramo que possui os quatro angulos retos. Como os
retangulos sdo paralelogramos, as quatro propriedades da se¢do anterior sdo validas
para eles. Mas, além dessas, o retangulo possui mais uma propriedade especial : em
qualquer retangulo, as diagonais sdo IGUAIS, ou seja, tém a mesma medida (tente
demonstrar isso).

D c
ABCD é retangulo = AC = BD
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Losango : E o paralelogramo que possui os quatro lados iguais, ou seja, com a
mesma medida. Como os losangos sdao paralelogramos, as quatro propriedades da
secdo anterior sdo validas para eles. Mas, além dessas, o losango possui ainda mais
duas propriedades especiais :

a) As diagonais sao perpendiculares.

b) As diagonais sao bissetrizes de seus angulos.
A

M
ABCD é losango (AB = BC = CD = DA). Entdo :
a) AC éperpendicular a BD.
- b) BAM = DAM = BCM = DCM e
B i A B = B = D = D
1 D ABM = CBM = ADM = CDM
C

Quadrado : E o paralelogramo que é retangulo e losango, ao mesmo tempo.
Isso que dizer que o quadrado tem os quatro angulos retos e os quarto lados com a
mesma medida. Veja que, neste quadrildtero, valem todas as propriedades
estudadas até agora : as de paralelogramo, a de retangulo e as de losango!

A | D

45°
45°

Se quiséssemos, poderiamos representar o “conjunto” de todos os
paralelogramos através do Diagrama de Venn, assim :

Paralelogramos

Retangulos

Losangos
Quadrados

Paralelogramos
sem
particularidades
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Exemplo 3 : Um losango possui as diagonais medindo 18 cm e 18v/3 cm.
Calcule a medida do lado e dos angulos internos desse losango.

Resolugdo : Num losango, sabemos que as diagonais cortam-se ao meio (pois
ele é um paralelogramo) e sao perpendiculares :

93

Aplicando-se o Teorema de Pitdgoras a qualquer um dos quatro tridngulos
retangulos formados, encontramos a medida do lado do losango :

2
x2 =92+ (9V3) = x? =81+243 =324 = x = 18cm

Olhando, por exemplo, para o triangulo superior direito, temos :

1
sena = ;8=3 = a = 30° (sabemos que a é agudo)

Logo : = 60°. Como, nos losangos, sabemos que as diagonais sdo
bissetrizes de seus dngulos, concluimos que os angulos internos dele serdo 60° e
120°.

Resposta : Os lados do losango medem 18cm cada. Ele possui dois angulos
internos de 60° e dois de 120°.

Exemplo 4 : A figura abaixo mostra um retangulo cortado por alguns
segmentos de reta. Sabendo que as distdncias indicadas na figura se referem aos

segmentos entre dois pontos, determine os angulos @ e 8 e o valor de y.
X 2

Disponivel em : https.://www.ime.unicamp.br/~chico/ma092/MA092 ex3.pdf

Resolugdo : No retdngulo, os angulos internos sdo retos : @ + 30° = 90° =
d = 60°. Os angulos b e 70° sdo suplementares : b + 70° = 180° = b = 110°. No
tridangulo lateral a esquerda, temos : a4+ 70° + ¢ = 180° = ¢ = 180° — 60° —
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70° = 50°. No tridngulo superior & esquerda, temos : b +30° +d = 180° = d =
180° — 140° = 40°. Explorando a simetria da figura e usando argumentos de
congruéncia de triangulos, vemos que o outro angulo indicado também tem a
medida d (justifique). Logo :2d + f = 180° = B = 180° — 80° = 100°. Olhando
para o quadrilatero superior na figura : § + 70° + 70° + é = 360° = & = 360° —
140° — 100° = 120°. O triangulo que tem como vértices o centro do retangulo
(ponto onde se encontram as duas diagonais) e os dois vértices inferiores do mesmo
retdngulo é isésceles. Isso acontece porque, num retangulo, as diagonais se cortam
a0 meio e sdo iguais. Logo, os quatro “pedacos” em que se dividem as diagonais sdo
todos de mesma medida. Assim :é+2f = 180° = 2f = 60° = f = 30°. Pelo
motivo de o tridngulo ser isésceles, j4 podemos calcular y, pois : 5y —6 = 2y =
3y=6=1y=2. Finalmente, temos que ¢+ a + f = 90° (angulo interno do
retangulo). Entdo : @ = 90° — 50° — 30° = 10°.

Resposta:a = 10°,8 = 100°e y = 2.

OBS : Os angulos indicados por a, b,é d, é,f ndo estdo indicados na figura
original (foram colocados para auxiliar o entendimento da resolugdo). Assim como os
dois de 70° colocados dentro do quadrilatero superior menor.

Exercicios Propostos

1) (CEFET/MG — 2016) Uma pipa, cuja figura é mostrada a seguir, foi
construida no formato do quadrildtero ABCD, sendo AB = BC e AD =
CD. A vareta BD da pipa intercepta a vareta AC em seu ponto médio E,
formando um angulo reto. Na construcao dessa pipa, as medidas de
BC e BE usadas sio, respectivamente, 25cm e 20cm, e a medida de AC
equivale agda medida de BD. Nessas condicdes, a medida de DE, em

cm, éiguala:

B
a) 25
b) 40
A El+] C c) 55
d) 70

AVAS)
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2) (CEFET/MG — 2014) Nessa figura, ABCD é um retangulo cujos lados
medem b e 2b. O ponto R pertence aos segmentos AC e BD e, ARDS é um
quadrilatero em que M é o ponto médio do segmento RS. O segmento
MP, expresso em funcdode b é :

_______ b ————
A P a) D
i 5
: b) bvs
! 3
s M R 2b c) 21)3—‘5
| 3bV5
P< i d =
D C

3) (CEFET/MG - 2012) Uma folha retangular de papel oficio de medidas
287 x 210 mm foi dobrada conforme a figura :

D E D

E
B

C A c

Os angulos X e Y resultantes da dobradura medem, respectivamente, em

a) 40e90
b) 40 e 140
c) 45e45
d) 45e 135

7.4. Trapézios

A definicdo mais rigorosa de trapézio diz que ele é o quadrilatero que possui
dois lados paralelos. Segundo esta definicdo, os paralelogramos seriam tipos
especiais de trapézios. Esta definicdo tenta fazer com que conceitos como a
aproximagdo trapezoidal para a integral definida, por exemplo, fiquem bem
definidos. Porém, em nosso caso, o0s paralelogramos foram estudados
separadamente. Entdo, nesta se¢do, estudaremos apenas os trapézios que tém dois
lados paralelos e dois ndo-paralelos (trapézio propriamente dito).

ABCD é um trapézio (AB//CD).

Como AB//CD, temos que :
A+D=180°eB +C =180°

O primeiro par de angulos sdo colaterais internos

segundo a transversal AD. J4 o segundo par sdo

D C colaterais internos pela transversal BC.
AB e CD sdo as BASES do trapézio.

A B
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Uma propriedade interessante dos trapézios é que, ao unir-se os pontos
médios dos lados nao paralelos, obtemos um segmento paralelo as bases e que tem
como medida a média aritmética delas. E a BASE MEDIA do trapézio.

A B Na figura, MN é base média do trapézio
/ ABCD (M é ponto médio de AD e N é ponto
M N médio de BC). Entdo :
/ ___ AB+TD
N=""

D [4

Os trapézios podem ser classificados em :

Trapézio Retangulo : Possui dois angulos retos.

B
oo

Trapézio Isdsceles : Os lados ndo paralelos sdo iguais (possuem a mesma
medida).

A B

Trapézio Isdsceles
AD = BC

D

o
Os trapézios isdsceles possuem mais duas propriedades adicionais :
e Num trapézio isdésceles, as diagonais tém a mesma medida : AC = BD.

e Num trapézio isdsceles, os angulos da mesma base tém a mesma
medida:A=Be(C =D.

Trapézio Escaleno : Sem particularidades.

A B

Exemplo 5 : A figura a seguir é um trapézio isdsceles. Sabendo que AM esta

contido na bissetriz do angulo A e que BM estd contido na bissetriz do angulo B, o
valor de x, em graus, é:
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a) 74
b) 36
c) 104
d) 106

Disponivel em : https.//pt-static.z-dn.net/files/dbc/decb5ef390818c4064b97f94afed2d3d.pdf

Resolugdo : No trapézio, A + D = 180°. Assim : A+ 106° = 180° = A =
74°. Como o trapézio é isGsceles, temos que B = A = 74°. Os angulos da base do
triangulo AMB sao iguais a % = 37°, pois AM e BM s3o bissetrizes de Ae B,

respectivamente. Logo, no tridngulo AMB, temos :
x+37°+37° =180° = x = 106°
Resposta : D.

7.5. Quadrilateros : Inscricdo e Circunscrigao a Circunferéncia

Dizemos que um poligono estd inscrito em uma circunferéncia quando todos
0s seus vértices estao nesta circunferéncia. Se é possivel inscrever um poligono em
uma circunferéncia, dizemos que ele é INSCRITIVEL.

Dizemos que um poligono esta circunscrito a uma circunferéncia quando
todos os seus lados sdo tangentes a esta circunferéncia. Se é possivel circunscrever
um poligono a uma circunferéncia, dizemos que ele é CIRCUNSCRITIVEL.

No capitulo anterior, vimos que qualquer tridngulo é sempre inscritivel e
circunscritivel. O mesmo ndo ocorre para os quadrilateros. Os dois teoremas a seguir
(que ndo serdao demonstrados) informam as condi¢cdes necessarias e suficientes para
a inscricdo e circunscricdo de quadrilateros.

Teorema 1 : Um quadrildtero é inscritivel se, e somente se, possui angulos
opostos suplementares.

Desse modo, vemos que, dos quadrildteros estudados, sdo sempre inscritiveis
o retangulo, o quadrado e o trapézio isésceles.

/\ y ¢ 0 N¢
D C

As figuras mostram, respectivamente, um retangulo, um trapézio isésceles e
um quadrado inscritos. Nos trés casos, vemos que : A + C = 180° e B + D = 180°.
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B A+C=180°e B + D = 180°

Teorema 2 : Um quadrilatero é circunscritivel se, e somente se, as somas dos
lados opostos sdo iguais.

S
>/
+
S
Il

S
o
+
3
)

Dos quadrilateros estudados, sdo sempre circunscritiveis o quadrado e o
losango.

Exemplo 6 : Determine o comprimento da aresta CD do quadrilatero a seguir,
sabendo que AM = 11,BM = 13,BC = 36 e AD = 26:

Resolugdo : Como o quadrildtero é
circunscritivel, temos que a soma dos lados
opostos deve ser igual :

CD + AB = AD + BC
CD+ 11+ 13 =36+26
CD =38

Disponivel em : https.://www.ime.unicamp.br/~chico/ma092/MA092 ex4.pdf

Exemplo 7 : Determine o valor de x :
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: Resolugao : Num quadrildtero inscritivel, os angulos
\ opostos sdo suplementares. Logo :

. x + 120° = 180° = x = 60°
‘\/

Disponivel em : https://www.ime.unicamp.br/~chico/ma092/MAQ92 ex4.pdf

Exercicios Propostos

4) (CEFET/MG - 2015) A figura abaixo é plana e composta por dois trapézios
isdsceles e um losango :

E H

O comprimento da base maior do trapézio ABCD é igual ao da base menor do
trapézio EFGH, que vale 2x e, a base maior de cada trapézio é o dobro da base
menor, e o lado EF do losango vale y. O perimetro da figura dada, expresso em
funcdodexeyé:

a) 6x +4y

b) 9x + 4y

c) 12x + 2y

d) 15x + 2y
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Capitulo 8 : Poligonos Regulares
8.1. Conceito

Poligono Regular é aquele que possui todos os lados com a mesma medida e
todos os angulos internos iguais. Desse modo, o poligono regular de trés lados é o
triangulo equilatero. O de quatro lados é o quadrado. A partir dai, o poligono regular
recebe o nome genérico do poligono de n lados, seguido da palavra “regular” :
pentagono regular, hexagono regular, heptdgono regular, octégono regular, etc.

8.2. Soma dos Angulos Internos e Angulo Interno

Para calcular a soma dos angulos internos de um poligono regular, basta ver
qgue ele pode ser dividido em varios triangulos. Tomamos um dos vértices dele e
tracamos diagonais, unindo este vértice a todos os outros, exceto aos dois
adjacentes a ele (pois, nesse caso, formariamos lados e ndo diagonais). Podemos
facilmente verificar que podemos dividir um poligono regular de n lados em (n — 2)
triangulos. Observe os exemplos :

Quadrado Pentdgono Regular Hexagono Regular
(dois tridngulos) (trés tridngulos) (quatro triangulos)

Desse modo, a soma dos angulos internos de um poligono regular sera dada
pela férmula (veja que este procedimento e esta formula ndo sdo validos s6 para
poligonos REGULARES) :

S; = (n—2).180°

Ja que, no poligono regular, todos os angulos internos sao iguais, podemos
calcular o valor de cada um deles (agora sim, esta férmula vale s6 para poligonos
REGULARES) :

(n—-2).180°
aq=————
n
Exemplo 1 : Calcular o soma dos angulos internos e o valor de cada angulo
interno de um pentagono regular.

Resolugdo : Basta substituir, nas férmulas, o n por 5 :
0

S; = (5—12).180° = 3 x 180° = 540° e q; = = 108°

Resposta : Cada angulo interno mede 108° e a soma deles vale 540°.
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108° .’

Qe

8.3. Angulo Externo e Soma dos Angulos Externos

Prolongando-se o lado do poligono regular, encontramos um angulo externo
dele (como é mostrado na figura acima, da se¢do anterior). Portanto, cada angulo
externo de um poligono regular mede :

(n —2).180° n—2
a, =180° —q; = 180° — ————"— = 180° [1 — ——| = 180°
n n

360°

n—n-2)
=

ae = 180°.~= a, =

O fato interessante é que a soma dos angulos externos de um poligono
regular ndo depende do nimero de lados, sendo sempre constante e igual a 360° :

360°
Se=——.n=$, = 360°

Lo
72°
72° 60° 60°
72°
noy
60°

O fato de a soma dos angulos externos ser 360° vale também em outros
poligonos, ndo sé nos regulares.

8.4. Numero de Diagonais

Para formar diagonais, ligamos cada vértice aos outros, exceto trés : ele
mesmo e os dois adjacentes (pois formam lados, ndo diagonais). Como o poligono
tem n vértices, o total de diagonais deveria ser n(n—3). Mas, fazendo
simplesmente n(n — 3), contamos cada diagonal duas vezes. Isso ocorre porque, ao
passar pelo vértice A, por exemplo, contamos a diagonal AE. Ao passar pelo vértice
E, contamos a diagonal EA, que é a mesma! Entdo, o nUmero de diagonais de um
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poligono regular (veja que esta formula também nao é valida apenas para poligonos
REGULARES) é :

nn-3
y_nm=3)
2

Por exemplo, o nimero de diagonais de um hexdgono regular é :d =
6.(6—3) . .
— = 9 diagonais!

E

8.5. Inscri¢dao e Circunscrigao

A definicdo dada para triangulos e quadrildteros se estende a outros
poligonos. Dizemos que um poligono é INSCRITIVEL quando é possivel construir uma
circunferéncia que contenha todos os seus vértices (a circunferéncia esta circunscrita
ao poligono ou o poligono estd inscrito na circunferéncia). E dizemos que um
poligono é CIRCUNSCRITIVEL quando é possivel construir uma circunferéncia que
seja tangente a todos os seus lados (a circunferéncia esta inscrita no poligono ou o
poligono estd circunscrito a circunferéncia). Em sintese (para ndo confundir) : quem
estd inscrito estd “por dentro”, quem estd circunscrito esta “por fora”.

O resultado importante (que n3o serd demonstrado) é que TODO POLIGONO
REGULAR E TANTO INSCRITIVEL QUANTO CIRCUNSCRITIVEL! E mais : as duas
circunferéncias (tanto a inscrita quanto a circunscrita ao poligono) tém o mesmo
centro. Este centro comum pode ser chamado, simplesmente, de centro do poligono

regular!
/\ Centro da circunferéncia

inscrita, circunscrita e do
poligono regular.

A seguir, vamos deduzir (apenas mostrar resumidamente os passos da
deducdo) qual a relacdo entre o lado dos principais poligonos regulares e o raio da
circunferéncia inscrita e circunscrita a ele.

85



@ Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem
Professor : Leonardo G Rimsa

CEFET-MG

A) Triangulo Equilatero Inscrito na Circunferéncia

Os triangulos ACP e AHC sao semelhantes (no préximo capitulo veremos
porque o angulo ACP é reto). lJustifique também porque AHC é reto. Da
semelhanga, temos :

AP AC 2R l V3 l W3

T S . R -PPsR=—5R=
AC AH 1 3 R TRERTRT
2

Veja que ja sabemos que AH = %(altura do tridngulo equilatero — pagina
63).

B) Tridangulo Equilatero Circunscrito a Circunferéncia

Os triangulos APO e AHC sdo semelhantes (no proximo capitulo veremos
porque o angulo APO é reto). Justifique também porque AHC é reto. Da
semelhanca, temos :

/3
A0 _OP h—r _ T :>T—T_2r:>l\/§—2r_2 D ar— 32
ac THCT T T I 2 T r
/3
:>6r=l\/§:>r=T
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Como a altura de um triangulo equildtero é h = ?(pégina 63), podemos
escrever :
W3 2 I3 2 W3 1 I3 1
= ==X — = — = —= =X — — —
R 3 3 > =R 3 her G 3 > =>r 3 h

Isso quer dizer que, num triangulo equilatero, o seu centro (centro da
circunferéncia inscrita ou circunscrita, pois coincidem), divide sua altura em um
terco e dois tercos, sendo que o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo é
dois tergos de sua altura, enquanto que o raio da circunferéncia inscrita é um tergo
da altura! Assim é mais “facil” memorizar!

O raio da circunferéncia inscrita no poligono regular é chamado de APOTEMA
dele. O apdtema é a distancia entre o centro do poligono regular e um de seus lados.

Podemos ver aqui, que o apétema de um triangulo equildtero é um terco de sua
V3

altura, ou seja: a, = -

C) Quadrado Inscrito na Circunferéncia

Aplicando-se o Teorema de Pitagoras ao tridngulo retdngulo

D C ABC, temos :
R R:?*=12+1?
l 4R? = 212

R/ 0 L 2P W2

R=2=k=7
: u seja, o raio da circunferéncia circunscrita ao quadrado é

A l_ B 0] d f drad
W metade de sua diagonal (veja a diagonal do quadrado na
pagina 63).

D) Quadrado Circunscrito a Circunferéncia

O raio da circunferéncia inscrita ou apotema
do quadrado é dado por:

l l

o) e
]j/l r=goua,=>

E) Hexagono Regular Inscrito na Circunferéncia
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O angulo AOB = % = 60°. Como 0OA = OB = R, temos que o tridngulo

AOB é is6sceles e, portanto, OAB = OBA = x. Assim : x+x + 60° = 180° =
2x = 120° = x = 60°. Desse modo, vemos que o AOAB é, na verdade, equilatero!
Entdo, temos que : R = L.

Alids, chegamos aqui a uma propriedade interessante do hexagono regular :
ao ligar o seu centro a cada um de seus vértices, sempre o dividimos em 6
tridngulos equilateros! Veja que esta é, realmente, uma propriedade especifica do
hexagono regular. Se fizermos o mesmo com o pentdgono regular, por exemplo,
NAO iremos dividi-lo em cinco tridngulos equilteros.

F) Hexagono Regular Circunscrito a Circunferéncia

o~

Vemos que o raio da circunferéncia inscrita (ou apdtema) do hexagono
regular é a altura de um triangulo equilatero de lado [, que ja sabemos ser :

rv3 V3
rET UG T

As informacdes obtidas nessa se¢ao estao resumidas no quadro a seguir :

Poligonos Regulares de Lado [

Raio da Circunferéncia Raio da Circunferéncia
Circunscrita Inscrita (Apotema)

Tridngulo Equilatero I3 I3

3 6
Quadrado 2 [
B 2

Hexagono Regular l I3
2

Exemplo 2 : Na figura, calcule o valor de x :

Resolugdo : Apesar de ndo se tratar de um hexagono regular, a
férmula da SOMA dos dngulos internos é vélida. Assim :
S, =(6—2).180° = 4 x 180° = 720°

X+ 20° X +300

Entdo:

) x +x +20° + x + 30° 4+ 130° + 120° + 150° = 720°
/ 3x + 450° = 720°

12@"_)/’ 3x = 270° = x = 90°

130°4/
¥

150°
~

Disponivel em : http.//www.baluta.com.br/wp-content/uploads/exercicios/mat-9-ano/qeometria/9polreq.pdf
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Exemplo 3 : O lado de um quadrado inscrito em uma circunferéncia mede

5vV6 cm . Determine o apdtema do hexdgono regular inscrito na mesma

circunferéncia.
Disponivel em : http.//www.baluta.com.br/wp-content/uploads/exercicios/mat-9-ano/qeometria/9polreq.pdf

Resolugdo : A relacdo entre o lado de um quadrado e o raio da circunferéncia
circunscritaaele é:

Wz _ ,_5/6.v2_5Vi2 10v3

R=T=> 3 > > =5vV3cm

Um hexagono regular inscrito na mesma circunferéncia tera o lado igual ao
raio dela. Logo, o lado deste hexadgono serd de 5v3 cm. J4 o apdétema deste
hexdgono (raio da circunferéncia inscrita nele sera de :

_5V3.v3 15
P2 2

a =75cm

Resposta : 7,5 cm.

Exemplo 4 : Qual poligono regular tem o numero de diagonais igual ao
numero de lados ?
Resolugdo : Devemosterd = n:
nn-—3
%=n:’n2—3n=2n=>n2—5n=0=>n(n—5)=0=>
n = 0 (ndo serve) oun =5
Resposta : O pentdgono.

Exercicios Propostos

1) (PUC — RJ) Considere o pentagono regular ABCDE. Quanto vale o angulo
ACE?

¢ a) 24°

b) 30°
c) 36°
d) 40°
e) 45°

w
o

A E

2) (CEFET/MG — 2009) A razdo entre o perimetro do hexagono regular
ABCDEF e o perimetro do triangulo ACE, nessa ordem, é :

A B
a) 1/2
o) V3/,
F c ¢ V3
d) 2x/§/3
E D
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Capitulo 9 : Circunferéncia
9.1. Conceito

Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um
ponto fixo. Este ponto fixo é o centro da circunferéncia e esta distancia é o seu raio.

Circunferéncia de centro O
—_—) )
eraio R

9.2. Comprimento da Circunferéncia

O comprimento de uma circunferéncia de raio R é dado pela formula C =
2R, onde m é um numero irracional e seu valor aproximado é 3,14.

Exemplo 1 : Rui corre todos os dias ao redor da praca circular de seu bairro.
Esta praca tem um raio de 75 m. Se Rui gosta de correr 5 km todos os dias, qual o
numero (aproximado) de voltas didrias que ele deve dar ao redor desta praga? (Use
m = 3,14)

Resolugdo : Primeiramente, calculamos o comprimento da praca, que é : C =

2nR = 2 X 3,14 X 75 = 471m. Se ele pretende correr 5km = 5000m, temos que o

, , 5000
numero de voltas sera : voltas = prTE = 10,62.

Resposta : Ele deve dar “quase” 11 voltas por dia ao redor da praga.
9.3. Arco de Circunferéncia e sua Medida

Quando marcamos dois pontos sobre uma circunferéncia, dividimo-la em
duas partes, chamadas de “arcos de circunferéncia”

A Os pontos A e B dividem a circunferéncia em duas partes,
chamadas de arcos. Apenas para diferenciar o arco maior do
menor, costumamos marcar um outro ponto sobre a
B cwcunferenua para auxiliar na notagdo. Assim, usamos o simbolo
AB para nos referirmos ao arco menor e APB para o arco maior.

o

A unidade de medida dos arcos de circunferéncia também é o grau. Por
definicdo, um arco tem a mesma medida do dngulo central que ele determina :

) Se o angulo COD mede 60°, dizemos que a

medida do /a_LcoC/Btambém é de 60°, ou

‘ s/e\ja, med(CD) = 60° ou, simplesmente,
4 CD = 60°.
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Observe que a medida do arco (em graus) e o seu COMPRIMENTO sdo coisas
diferentes. Dois arcos com a mesma medida em circunferéncias diferentes terdo

comprimentos diferentes :
C

) N
Observe que AB =70°e CD = 70°,
mas os comprimentos destes arcos
sdo diferentes e dependem do raio
de cada circunferéncia envolvida.

70°

9.4. Comprimento de Arco

O comprimento do arco de circunferéncia pode ser obtido, simplesmente,
fazendo-se uma REGRA DE TRES SIMPLES. As grandezas envolvidas serdo
diretamente proporcionais. Observe o préximo exemplo :

Exemplo 2 : Qual é o comprimento de um arco de 48°, em uma
circunferéncia de raio 12 cm?

Resolugdo : Para um arco de 3607 (circunferéncia inteira), teriamos um
comprimento de C = 2mR = 24m cm. Ja para um arco de 48°, o comprimento sera
c:

3600 24r 48x24m _
= - —_—
480 ¢ ¢ 360 T cm

9.5. Posigoes Relativas entre Reta e Circunferéncia

Uma reta pode ser :

a) Secante a circunferéncia : quando a intercepta em dois pontos distintos.

b) Tangente a circunferéncia : quando tem apenas um ponto em comum com
ela.

c) Externa a circunferéncia : quando ndo tem ponto em comum com ela.

Reta secante a Reta tangente a Reta externa a

i énci i énci circunferéncia
circunferéncia circunferéncia
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Um resultado extremamente importante (ndo sera demonstrado) é que :se T
é o ponto de tangéncia entre uma circunferéncia e uma reta, entado o raio que liga o
centro da circunferéncia ao ponto T é PERPENDICULAR a esta reta tangente. Isso
estd mostrado na figura do meio anterior. Dizemos, simplesmente, que o raio é
perpendicular a tangente no ponto de tangéncia.

9.6. Angulos na Circunferéncia

A) Angulo Inscrito : Tem vértice na circunferéncia.
O resultado importante (ndo sera demonstrado) é que o angulo inscrito
mede a metade do arco que ele “enxerga”.

A

APB é um angulo inscrito nesta circunferéncia.
Temos que :

P LY /A -

~ B B
APB—T (oua—i)

Uma consequéncia interessante deste resultado é que todo angulo inscrito
numa semicircunferéncia é reto.

Um caso que pode ser considerado um subcaso é o do angulo semi-inscrito :
possui vértice na circunferéncia e um dos lados tangentes a ela. Também mede
metade do arco correspondente.

A
Q
AQP
app =29°
p 2
B
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B) Angulo Excéntrico Interior : Vértice interno a circunferéncia.
Resultado : Mede a média aritmética dos dois arcos que ele “enxerga”.

D
4 0
— —
DPB AC + B
o 2
I Veja que APC tem a mesma medida

de DPB. Pois s30 opostos pelo vértice.

C) Angulo Excéntrico Exterior : Vértice externo a circunferéncia.

A s BD-AC
Resultado : BPD = T

Exemplo 3 : (UFMG) Na figura, BD é um diametro da circunferéncia
circunscrita ao tridangulo ABC e os angulos ABD e AED medem, respectivamente,
20° e 85°. Assim sendo, o angulo CBD mede :

A
a) 25°
B b) 35°

/ ) 300

d) 40°

cC
Disponivel em : https://www.prevest.com.br/dados/editor/file/LISTA DE EXERC CIOS 1 ANO.pdf

Resolugdo : Temos que DAB = 90°, pois esta inscrito numa semicircunféncia
(BD é diametro). Olhando para o triangulo DAB, temos que :
ADB + 20° 4+ 90° = 180° = ADB = 70°

Mas o angulos ADB e ACB sdo iguais, pois ambos s3o inscritos na
circunferéncia e “enxergam” o arco AB. Logo : ACB = 70°. Temos também que
BEC = 85°, pois é oposto pelo vértice a AED. No triangulo BEC, temos :

x + 85°% + 70° = 180° = x = 25°

Resposta : A.
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Exemplo 4 : (Ufes) Na figura, A, B, C e D sao pontos de uma circunferéncia, a
corda CD é bissetriz do angulo ACB e as cordas ABe AC tém o mesmo
comprimento. Se o dngulo BAD mede 40°, a medida do angulo BAC é :

a) 10°

A
b) 15°
/A by 15
D d) 25°

e) 30°

(N
B>~ —___—~C

Disponivel em : https://www.prevest.com.br/dados/editor/file/LISTA DE EXERC CIOS 1 ANO.pdf

Resolug3o : Chamemos o angulo ABC de 2x. Entdo, temos que ACB também
é igual a 2x, pois AB = AC, o que torna o triangulo ABC isésceles de base BC. Como
CD é bissetriz de ACB, entdo ACD = DCB = x. Além disso, temos que ADC e ABC
sdo iguais, pois ambos estdo inscritos na circunferéncia e valem a metade do arco

Ac.
Realizando a soma dos angulos internos dos triangulos ABC e ADC, obtemos

o seguinte sistema de equacoes :
{a+2x+x+x=1800 =>{a+4x=180°
a+40° 4+ 2x + x = 180° a + 3x = 140°

Subtraindo as equacdes do sistema, obtemos que : x = 40°. Substituindo,

por exemplo, na segunda, temos que :
a = 140° — 3 X 40° = 140° — 120° = 20°
Resposta : C.

Exercicios Propostos

1) (CEFET/MG — 2018) No trator da figura, o raio PS da maior circunferéncia
determinada pelo pneu traseiro é 80 cm, o raio QR da maior circunferéncia
determinada pelo pneu dianteiro é 56 cm e as distancias entre os centros
P e Q dessas circunferéncias é de 240 cm.
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Considerando m = 3, a distancia entre os pontos S e R, em que 0s pneus
tocam o solo plano é :

a) igual ao comprimento da circunferéncia de raio PS.

b) maior que o comprimento da circunferéncia de raio PS.

c) um valor entre as medidas dos comprimentos das circunferéncias de raios
PS e QR.

d) maior que o moddulo da diferenca entre os comprimentos das
circunferéncias de raios PS e QR.

2) (CEFET/MG — 2018) O tridangulo ABV esta inscrito em uma circunferéncia de
centro C e o segmento VD tangencia a circunferéncia em V, como
representado na figura a seguir. Sabendo que med(AVD) = 30° e que a
m/e\dida do raio da circunferéncia é igual a V5cem, o comprimento do arco
VFE,emcm, é:

a) gx/g
De Z_TE
A b) E V5
C) g\/g
d 27w
\' < B

3) (CEFET//IyI\G — 2017) A figura a seguir mostra uma circunferéncia, em que os
arcos ADC e AEB sdo congruentes e medem 160° cada um. A medida, em
graus, do angulo x é:

D
a) 10
¢ b) 20
c) 30
d) 40
A
B

4) (CEFET/MG - 2017) A figura a seguir € um esquema representativo de um
eclipse lunar em que a Lua, a Terra e o Sol estdo representados pelas
circunferéncias de centros Cy, C, e C3, respectivamente, que se encontram
alinhados. Considera-se que a distancia entre os centros da Terra e do Sol é
400 vezes maior que a distancia entre os centros da Terra e da Lua e que a
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distancia do ponto T na superficie da Terra ao ponto S na superficie do Sol,

como representados na figura, é de 150 milhdes de quildmetros.
S

Sabendo-se que os segmentos de reta C;L,C,T e C3S sdo paralelos, a
distdncia do ponto L, representado na superficie da Lua, ao ponto T, na
superficie da Terra, é igual a :

a) 375.000 km

b) 400.000 km

c) 37.500.000 km

d) 40.000.000 km

5) (CEFET/MG — 2014) Maria Campos, a/m\ocinha do Mercado Central, caminha
pela Praca Raul Soares sobre o arco ABC e, depois, segue em linha reta até o
ponto D. Um esquema simplificado da praca estd desenhado a seguir, onde
se apresentam duas circunferéncias de centro O, de raios 5 m e 42 m. Sabe-
se que os pontos A, R, S e T sao vértices de um quadrado. Considere T = 3.
O percurso realizado por Maria, em metros, encontra-se no intervalo :

6) (CEFET/MG — 2012) Na figura seguinte, os pontos A e B pertencem a
circunferéncia de centro O e a reta s é tangente a mesma no ponto A. O valor
dex +y + 2z, emgraus, é:
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7)

8)

a) 160

b) 184

VA 8 0 196
‘ 7 d) 210

(CEFET/MG — 2009) A figura mostra o corte transversal de um cabo de alta
tensdo, no formato cilindrico, composto de borracha em sua composicao, e
por um agrupamento de quatro fios de cobre, também cilindricos e iguais
entre si. Sabendo-se que as cinco circunferéncias sdo tangentes entre si e que
a soma dos raios dos quatro fios é 8, o raio do cabo vale :

fio de cobre a) 2V2+1)
b) 8(~3+1)

) 3(W2+1)

borracha d) 3(vV3+2)

N cabo

(CEFET/MG — 2008) Uma piscina foi projetada em forma de um retangulo
cujo comprimento é o triplo da largura, conforme a FIG 1. Antes de ser
construida, seu proprietario resolveu modifica-la, conforme a FIG 2, na qual
AB, BC e CD sdo diametros dos semicirculos anexados. Se o pre¢o da
construcdo for proporcional ao seu perimetro, e o custo da primeira piscina
com 16 metros de comprimento for de RS 1.888,00; entdo o segundo projeto
custara: (Usem = 3,14) :

FIGA1 FIG. 2
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a) RS 2.465,20
b) R$2.590,40
) RS 2.535,80
d) RS 2.560,60

9) (CEFET/MG - 2006) Uma circunferéncia, inscrita em um quadrado cuja
diagonal mede 20 cm, possui comprimento, em cm, igual a :

a) m/2
b) 5nv2
c) 10mvV2
d) 20mv2
10) (PUC — SP) Na figura, AB é um diametro da circunferéncia. O menor dos arcos
AC mede :
a) 100°
b) 120°
400 c) 140°
A . B d) 150°
e) 160°

11) Prove que : numa circunferéncia, se um raio for perpendicular a uma corda,
entdo ele divide essa corda ao meio.

9.7. Relagbes Métricas na Circunferéncia

Segmentos Tangentes : Dois segmentos tangentes a uma circunferéncia, que
tém como extremo comum um ponto externo a mesma, tém a mesma medida.
j2

PA e PB tangentes a circunferéncia
= PA=PB

Demonstracao : Se PA e PB sdo tangentes a circunferéncia dada, entdo os
angulos PAO e PBO s3o retos (o raio é perpendicular & tangente no ponto de
tangéncia). Temos também que OA = OB = R. Além disso, PO é a hipotenusa
(comum) dos tridngulos PAO e PBO. Pelo caso especial cateto-hipotenusa de
congruéncia de tridangulos retangulos (pagina 72), temos que APAO = APBO. Da
congruéncia, temos que PA = PB.

Exemplo 5 : Observando a figura a seguir, determine (as medidas estdo em

cm)
a) Ovalor de x.
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b) A medida do segmento AN, sabendo que o perimetro do tridangulo ABC é
46 cm.

B} {C

X
Disponivel em : https://www.prevest.com.br/dados/editor/file/LISTA DE EXERC CIOS 1 ANO.pdf

Resolugao :
a) O tridngulo estd inscrito na circunferéncia. Seus trés lados sdo tangentes a
ela. Pelo resultado anterior, temos : BM = BP = 12e CM = CN = 8. Logo :
x =BM+ CM = 20 cm.
b) Chamemos AN de y. Pelo resultado anterior, temos que AP = AN =y.
Assim :
20+12+y+8+y=4622y=6=>y=3cm

Relagdao Corda com Corda : Se duas cordas de uma circunferéncia se cruzam,
elas se dividem em partes que tém o mesmo produto.

N
=
s
I

S
D)
3
o

Demonstragdo : Observe gue os angulos CAP e BDP s3o iguais (angulos
inscritos que “enxergam” o arco BQC). Além disso, sdo iguais também os angulos
APC e BPD (opostos pelo vértice). Pelo caso AA, concluimos que AAPC~ADPB. Da

PA __ PC .
semelhanca e donde sai o resultado.
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Relagao Secante com Secante

&

Relagdao Secante com Tangente

P

y

N
oS
=
o
Il

S
1)
3
)

PA.PB = (PT)?

9.8. Posicoes Relativas de Duas Circunferéncias

01 —_—— - 02

Exteriores
0,0, >R, +R, Tangentes Externas

0,0, =R, +R,

—

Secantes Tangentes Internas
R, —R, < 0,0, <R, +R, 0,0, =R, — R,
Interiores
0,0, <R, —R,

Se 0, = 0,, dizemos que as circunferéncias sio CONCENTRICAS.
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Exercicios Propostos

12) (CEFET/MG — 2007) Na figura, AB = 4,BC = 2, AC é diametro e os angulos
ABD e CBD s3o iguais. A medida da corda BD é :

A
a) 2v3+1
95
b) —
) 3V2
D d 2++5
B
C

13) Na figura, os segmentos PB e PD sdo secantes a circunferéncia, as cordas
AD e BC s3o perpendiculares e AP = AD. A medida x do angulo BPD é :

NN

a) 30°
b) 40°
c) 50°
d) 60°

14) (UFMG) Num circulo, a corda CD é perpendicular ao didmetro AB no ponto
E.Se AE.EB = 3, amedidade CD é:
a) V3
b) 2V3
c) 3V3
d) 3
e) 6
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Capitulo 10 : Areas de Figuras Planas
10.1. Introducgdo

“Medir” é um processo que sempre esta relacionado a comparar com um
“padrdao”. No caso da medida de dareas, nossos “padrdes” serdo quadrados. Por
exemplo, a unidade padrdo de 1cm? corresponde a drea de um quadrado de lado

Icm:

1em 1em?

1em Icm

Icem

Quando tomamos, por exemplo, um retdngulo com os lados medindo
3cm e 4cm, veremos que o nosso “padrdo” de 1cm? cabe 12 vezes dentro dele :

1em?| 1¢m?| 1em?|1em?

—p12cm?

3cm |tem? | 1em?| 1em?| 1em

1cm? [ 1cm?| 1cm?| 1cm?

Entdo, dizemos que a medida da drea deste retangulo é de 12 centimetros
quadrados (12cm?). Da mesma forma, a unidade de 1dm? corresponde a area de
um quadrado de lados medindo 1dm, 1m? é a drea de um quadrado de lado 1m, e
assim por diante. Desse modo, vemos que as unidades de drea sdo unidades de
comprimento “ao quadrado”. No capitulo 5, j& aprendemos a mudar de uma
unidade de area para outra.

Felizmente, ndo precisamos proceder a medida de areas como foi feito
acima. Temos férmulas para o cdlculo de area das diversas figuras planas. Vamos a
elas.

10.2. Férmulas de Area

Paralelogramo

Quadrado Retangulo _
A:lz A=bxh A=bXh
|
1
1
h h
l |
1
1
1 b b
Triangulo (Geral)
L _bxh a ¢
T2
b
Triangulo (Férmula de Heron) : Usada quando se conhecem
b as medidas dos trés lados.

A=\pp-a)®-b)p-©)
onde p é o semiperimetro do triangulo.
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Triangulo Equilatero : Ja vimos (pagina 63) que sua
altura é dada por h = % Logo, sua area é:
l
: bxh IX @ V3
A= = > A=
2 2 4
em que [ é a medida do lado do triangulo.

Hexagono Regular : Ja vimos que ele é composto por
6 tridngulos equilateros (pagina 88). Entdo, sua area é
dada por:

12V3 3123
2> A=
4 2

A=6X

em que [ é a medida do lado do hexdgono.

Poligono Regular : A area de qualquer poligono
regular é dada pelo produto do semiperimetro (p)
pelo apétema (a,) do poligono.

A=pxa,
Trapézio
B+b)xh
4 (B+D)
2
4
Losango
c D
E— ) A_Dxd
)
v
C—
d

Circulo : Enquanto a circunferéncia é apenas a “curva”, o circulo é entendido
como a reunido da circunferéncia com os pontos em seu interior. Por isso,
falamos em comprimento da circunferéncia e em area do circulo. A area de
um circuloderaioR é:

A = nR?

onde 7 € um nUmero irracional que vale, aproximadamente, 3,14.
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Para calcular a drea de um SETOR CIRCULAR, que é uma “fatia” do circulo,
podemos, simplesmente, usar regra de trés simples. As grandezas sdo diretamente
proporcionais.

Exemplo 1 : Qual é a drea de um setor circular de 150° em um circulo de raio
72 cm?

Resolugdo : Caso tivéssemos um setor de 360° (circulo inteiro), sua area
seria de A = (7. 722%) cm?. No caso de um setor de 150°, a drea serd a :

360° 1.722 722150 o,
= = = — =
1500 @ ¢ 360 Tem

Se o angulo estiver em radianos, procedemos da mesma maneira. Apenas
devemos nos lembrar de que o circulo inteiro (360?) corresponde a 2w radianos.

. . ~ 4T .
Exemplo 2 : Considere um setor circular de angulo central de 5 radianos,
em uma circunferéncia de raio 24 cm.

Calcule :
a) A areado setor.

b) O comprimento do arco APB.

Resolugdo :
a) O circulo inteiro (2w rad) corresponde a uma &rea de A = (m.242) cm?.
Logo, o setor de angulo central 4?”rad terd dreaa:
2 w242 6 m.24% m.24%.4 5
— = =>—= >a=———=384nwcm
47T/3 a 4 a 6

b) A circunferéncia inteira (27 rad) corresponde a um comprimento de C =

A 4 . .
(2.1.24) cm. Logo, o arco de angulo central ?”rad terd comprimento c :

21 2.m.24 6 2.m24 2.m.24.4
= >-—= >c=—7—=32ntCcMm
471/3 c 4 c 6

Exemplo 3 : (CEFET/MG — 2011) Sabendo que os poligonos ABCD, EFGH e
IJLM s3o quadrados, a drea hachurada na figura a seguir, em cm?, é igual a :
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D H c
A a) 1
M L b) 2
c) 3
E G 4cm d) 4
| J
Y
A F B

Resolugdo : No tridangulo retangulo EDH (veja que ABCD é quadrado),
calculamos o lado do quadrado EFGH (Teorema de Pitagoras) :

EH> =ED? +DH*=>EH*=22+22=>FH?=8=EH=V8=2V2cm

Da mesma forma, no tridngulo retangulo MHL, calculamos o lado do
quadrado lJLM :

MI? = MH? + HLI? > MI? = (W2)’ + (WV2)?> ML’ =4=>ML=2cm

A area pedida é % da diferenca entre as dreas dos quadrados EFGH e IJLM :

1 _ 1
A =Z(EH2 — ML?) =Z(8—4) =1cm?
Resposta : A.
Exemplo 4 : (CEFET/MG — 2007) ABCD é um retangulo e M, N, P e Q, pontos

- . . (1
médios de seus lados, conforme representado na figura. Se a area sombreada é b
entdo a area desse retangulo é igual a :

A M B a) 2
b) 4
c) 6
Q N d 8
D P C

Resolucdo : Chamemos AM = a e AQ = b. Vemos que a area do retangulo
pedido é A = (2a).(2b) = 4ab.
O triangulo sombreado tem altura b e base % (justifique). Logo, temos que :
a
5 X b 1 ab

1

Resposta : D.

Exemplo 5 : (CEFET/MG — 2019) Arquimedes (212 a.C.), em uma de suas
obras, descreve que um arbelos é uma regido plana, delimitada por trés
semicirculos. Na figura a seguir, a regido destacada é um arbelos, delimitado por trés
semicircunferéncias cujos diametros s3o AB,ACeBC . Se med(AB) = 6,
med(AC) = 4 e AB 1 CD, a razdo entre a area desse arbelos e a area do circulo de
didmetro CD é:
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1
a) E
b) 1
c) 2
d 2

A 0, O cC O, B

Resolugdo : Temos que AB = 6,AC =4eBC =6 —4 = 2. Logo, 0s raios
dos circulos que compdem o arbelos sdo de 3,2e 1. A drea do arbelos (drea
sombreada) é: A; = m.3%2 — .22 — .12 = 4.

Para encontrar o didmetro CD, ligamos os pontos A e D, assim como B e D,
formando o triangulo ADB, que é um tridngulo retangulo, pois o angulo ADB est3
inscrito em uma semicircunferéncia (a maior) e, como ja sabemos, todo angulo
inscrito em semicircunferéncia é reto. Logo, CD é altura relativa a hipotenusa do
tridangulo retangulo ADB e, portanto, CD? =AC.BC =4x2=8=C(CD =+/8=
2v/2 (relagdo métrica no tridngulo retangulo j& estudada). A &rea do circulo de
diametro CD é: A, = m. (v2)? = 2m.

Entdo, a razao pedidaé:ﬂ=4—"=
AZ 2T
Resposta : D.
Exercicios Propostos
1) (CEFET/MG - 2020) Na figura a seguir, AB é o didmetro da

semicircunferéncia ACB. O triangulo isdsceles ACB estd inscrito nessa
semicircunferéncia e AC = CB = [. A 4rea da regido sombreada, em fungao
dovalordel, éigual a:

c a) ;z(ﬂ—z)
b) & (m~1)
0 -1
d) Z(r—1)

2) (CEFET/MG - 2020) Um piso quadrado, com 10 m de lado, sera
completamente revestido com dois tipos de granito, um claro que custa RS
80,00 o metro quadrado, e um preto, que custa RS 100,00 o metro quadrado.
Esses pisos sdo vendidos apenas em caixas contendo cada uma delas 5
metros quadrados. O granito preto revestirda as areas que formam um
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3)

4)

trapézio isdsceles e um quadrado, e o granito claro, o restante, conforme
apresentado na figura a seguir. O valor pago na compra da quantidade
minima necessaria desses dois tipos de granito para o revestimento desse

piso sera, em reais, de :

10m
B [«] a) 6.100,00
b) 7.500,00
— c) 8.900,00
L] d) 9.300,00
o
£ 3
=
: ol
'73m4r Sm——
1S
| ]

(CEFET/MG — 2017) Na figura a seguir, ATD é uma semicircunferéncia inscrita
no trapézio ABCD e A, T e D sdo pontos de tangéncia. Se os lados paralelos
desse trapézio medem 4 cm e 9 cm, entdo sua drea, em centimetros

guadrados, é igual a :

C a) 22
b) 45
T C) 78
d) 90
B
[+
A

(CEFET/MG - 2017) Na figura a seguir, o triangulo ABC é equilatero de lado
igual a 1 cm. Os pontos D, E e F sdo os respectivos pontos médios dos lados
AC, BC e AB; os pontos G, H e | sdo os respectivos pontos médios dos lados
DE, DF e EF e os pontos J, K e L sdo os respectivos pontos médios dos lados
GH, Hl e GI. A 4rea do triangulo JKL, em centimetros quadrados, é :
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A F B

5) (CEFET/MG - 2016) Na figura abaixo, o tridngulo AGH é is6sceles de base AH

2
e tem drea igual a L? O quadrilatero ACEH é um retangulo. Se D é o ponto
médio de CE, ent3o a area do quadrildtero BDFG, hachurado, é igual a :

A B C a)ﬁ

6) (CEFET/MG — 2014) A figura 1 é uma representacdo plana da “Rosa dos
Ventos”, composta pela justaposicdo de quatro quadrildteros equivalentes,
mostrados na figura 2. Com base nesses dados, a drea da parte sombreada da

figura 1, em cm?, éigual a :
Norte

Qeste Leste

Figura 2
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a) 12
b) 18
c) 22
d) 24

7) (CEFET/MG — 2013) Um triangulo equilatero ABC de lado 1 cm esta dividido
em quatro partes de bases paralelas e com a mesma altura, como
representado na figura abaixo. A parte | tem a forma de um trapézio isdsceles
cuja drea, em cm?, é :

A V3
a) —
16
b 503
11} 32
7V3
c) —

o
I 93
/ \ d 5

8) (CEFET/MG — 2012) Se a area de um retangulo, cujos lados sdo denominados
aeb,emquea > b, éigual a 120m? e seu perimetro é igual a 52m, entdo é
correto afirmar que :

a) a—b=0
b) a—b=2
c) a—b=14
d) a—b =68

9) (CEFET/MG — 2012) Na figura abaixo, todos os triangulos sdo equilateros. A
soma das areas sombreadas é :

E

a) 73 42

16
b) 13V3 2

16
c) 73 2

32
F G D d) 13V3 5

64

|
Al B _|C

10) (CEFET/MG — 2012) Um painel quadrado BCDE, comemorativo dos 100 anos
do CEFET — MG, encontra-se pendurado na parede de um dos corredores da
escola, em um prego posicionado no ponto A, conforme figura a seguir. O
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triangulo ABE é isdsceles e a medida do segmento AB corresponde a 2/3 da
medida do lado do quadrado BCDE. Se o perimetro do poligono ABCDE é 13
metros, ent3o sua area, em m?, é :

A
a) 33+V7)
b) 3(12 ++/7)
B E o) 3(3+“4—7)

@ 4 3(4+Y)
CEFCE-T{MG

ms

11) (CEFET/MG - 2011) um parque ecolégico com formato circular, cujo
diametro AC mede 500 metros, tem trés entradas M, N e P que dao acesso ao
espaco triangular ABC, reservado ao plantio de arvores, conforme figura
abaixo. Se o lado BC do triangulo mede 300 metros, entdo a area do parque,
externa ao espaco plantado, em m?, é igual a : (Considere m = 3)

M
a) 93.700

b) 127.500

B
dTFB ﬁpv c) 147.500
d) 153.750

=

12) (CEFET/MG - 2010) No retangulo ABCD os lados AB e BC medem,
respectivamente, 16 cm e 10 cm e E e F sdo os pontos médios dos
segmentos. A drea do triangulo CEF, em cm?, é :

A E B
a) 20
b) 40
. c) 60
d) 80
D C
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13) (CEFET/MG — 2010) No retangulo ABCD, AB=30, BC=40, M é o ponto médio
do lado BC e% = g Nesse caso, a area do quadrildtero CDPM, em cm?, é

igual a:
A B a) 400
b) 450
c) 500
P d) 550
M
D C

14) (CEFET/MG — 2008) Na figura abaixo, ABCD é um quadrado e BF o
prolongamento de AB. Se EF=8, EB=1, DE didmetro do semicirculo e D ponto
médio de EG, entdo a area hachurada é igual a :

G
a) 150-24m
12
5m—-12
b) 3
o
25m—48
D C d =
]
A ZE£ B F

15) (CEFET/MG — 2012) A 4rea de um paralelogramo ABCD ¢é 54 dm?.
Aumentando-se 6 unidades na sua altura e diminuindo-se 4 unidades na
base, sua drea aumenta 6 dm?. Dessa forma, a razdo entre as medidas da
base e da altura desse paralelogramo sera :

a) 3/2
b) 2/3
c) 1/2
d) 1/3
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Capitulo 11 : Nog¢oes de Geometria Espacial, Médias

11.1. PosicOes Relativas de Duas Retas no Espago

Dadas duas retas situadas no espago tridimensional, temos que elas podem

ser:
A)
B)

C)

D)

Coincidentes : Possuem todos os pontos em comum.

Paralelas : Estdo situadas em um mesmo plano, mas ndo possuem
nenhum ponto em comum.

Concorrentes : Possuem um Unico ponto em comum. Retas concorrentes
sdo sempre coplanares, ou seja, existe um plano que contém ambas.

Reversas : Ndo existe um plano que contenha ambas (ndo — coplanares).

No cubo a seguir, temos exemplos de todos os tipos de retas :

w
r=s
t Como exemplos, podemos citar :
T e s sdo coincidentes
/ r et sdo paralelas
v T e v sdo concorrentes
T e u s3o reversas

v e u sdo reversas

Como exercicio, determine as
posicBes relativas de outros pares
de retas que aparecem na figura.

u

OBS : Duas retas sao ditas PERPENDICULARES quando sdo concorrentes e
formam entre si angulos de 90°. Na figura acima, temos que r e w s3o retas
perpendiculares. Assim como t e w.

J4 duas retas sio ORTOGONAIS quando existe uma reta paralela a uma delas
(ndo pode ser coincidente) e perpendicular a outra. Por exemplo, temos quet e u
sdo ortogonais (veja que w é paralela a u e perpendicular a t). Assim como r e u.

Exercicios Propostos

1) (CEFET/MG — 2014) A figura a seguir representa uma cadeira onde o assento
é um paralelogramo perpendicular ao encosto. A partir dos pontos dados, é
correto afirmar que os segmentos de retas :

a)
b)
c)
d)

CD e EF sdo paralelos.

BD e FJ s3o concorrentes.
AC e CD sdo coincidentes.
AB e El sdo perpendiculares.
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A B
C D
E F
I G H
J

2) Simetrias (CEFET/MG — 2020) Observe a figura abaixo. Nessa figura, a
simetria mostrada da seta 01 em relacdo aretar é uma:

r

a) Rotacdo
b) Reflexdo

- - c) Translagdo
d) Translacdo deslizante

seta 01

11.2. Prismas e Cilindros

O volume de um prisma ou de um cilindro é calculado multiplicando-se a
AREA DA BASE pela ALTURA do mesmo.

Ap

h V=A,%Xh

Prisma Reto Cilindro Reto

Exemplo 1 : Qual é o volume de um cilindro circular reto com raio da base

igual a 5cm e alturade 12cm? (Use ™ = 3,14)
Resolugdo : A, = mR? = 3,14 x 52 = 3,14 X 25 = 78,5cm?
V =A, X h=785x12 = 942cm3 ou 942mL
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Para prismas e cilindros obliquos, a formula é a mesma. Porém, nesses casos,

a altura ndo coincidira com a “medida” lateral.

Exemplo 2 : Calcule o volume do prisma abaixo :

Disponivel em : http://hugeexerciselist.com/index.php Pui=prisma

Resolugdo : A 4rea da base é a drea de um hexagono regulardeladol = 1m :

3123 3V3
—m

b= 2

A altura é dada por : sen 60° = % = H = 2.sen 60° =/3m

Logo: V =22 x V3 =2 = 4,5m® = 4500dm? = 4.500L

Também podemos calcular a area de todas as “paredes” ou faces de um
solido geométrico. Esta é a sua AREA TOTAL. Para facilitar a visualizagao e o célculo,
podemos “abrir” o sélido, colocando todas as suas faces em um plano. Este

procedimento chama-se PLANIFICAR o sdlido.

Exemplo 3 : Calcular a drea total do prisma :

12cm

Resolugdo : Vamos PLANIFICAR o sélido :

12 cm

12 cm Scm 12cm

12cm 5cm 12 cm

12cm
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Vemos que o prisma é formado por 6 retangulos, que aparecem aos pares.
Sua area total sera :

A =2X12X5+2X12Xx8+2Xx5%x8
Ar = 120 + 192 + 80
Ar = 392cm?

Isso quer dizer que, se quisermos confeccionar uma caixa de acrilico (por
exemplo) com o formato e as medidas da figura, gastariamos 392cm? de acrilico.

Veja que o procedimento da planificagdo nos permite calcular a area total de
varios sélidos, ndo so prismas e cilindros.

Exercicios Propostos

3) (CEFET/MG - 2020) Uma empresa construiu um reservatério de agua com
dois cilindros justapostos, como na figura a seguir. Sabe-se que o raio do
cilindro maior é 8 vezes o raio do cilindro menor e V; e V, sao os volumes do
cilindro menor e maior, respectivamente. Considere que V; = 3nr2eV, =
12mR?. Se o reservatério possui capacidade de 3084w m3, ent3o o raio do
cilindro maior é, em metros, igual a :

a) 14

= b) 16
c) 18

v d) 20

4) (CEFET/MG — 2019) A figura 1 mostra uma piramide formada por um
guadrado e quatro tridangulos equilateros. A planificacdo dessa piramide esta
representada na figura 2. Se a area total da piramide é dada pela area da
figura 2 e o lado do quadrado mede [, entdo a area total da piramide é :

Figura 2

Figura 1
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312
a) 7

V3
b) 2(1+%)
o) 12(1++3)
d) 312

5) (CEFET/MG — 2020) Carlos solicitou a um carpinteiro a constru¢do de uma
caixa no formato de um paralelepipedo retangular, com dimensdes
x,2x e3x cm. Apds analisar todos os materiais que precisavam ser
guardados nessa caixa, o carpinteiro explicou a Carlos que o espaco seria
insuficiente e que, portanto, ela deveria ser maior que aquela inicialmente
solicitada. Assim, a caixa construida passou a ter as seguintes dimensoes :
(x+1),2x+2)e(Bx+2)cm. A diferenca entre o volume da caixa
construida pelo carpinteiro e o volume da caixa inicialmente solicitada por
Carlos, em cm3, é :

a) 2(8x%2+7x+2)
b) 3(2x%+ 5x + 1)
c) 4(x*+3x+4)

d) 6(2x? +6x +2)

11.3. Médias

Conceito : Dados n numeros reais, X1, X5, ..., X,,, definimos :

;s g . s P, X1+Xp+ - +Xx
A média aritmética deles é : M, = %

A média geométrica deles é : M = \/x; X xp X ... X Xy,

Resultado Importante : A média aritmética de um conjunto de numeros é
sempre maior ou igual a média geométrica do mesmo conjunto (M4 = M;). Além
disso, temos que My = M, se, e somente se, X1 = X, = =+ = X,.

Exemplo 4 : Determine a média aritmética e a média geométrica dos

ndimeros 5, 12, 8 e 25.

o 5+12+8+25 50
Resolugdo : M, = — == 12,5

M, =V5x 12 x 8 x 25 = 112000 = 10,5
Observamos que, realmente, a média aritmética é maior que geométrica (e
sO seriam iguais se todos os quatro nimeros fossem iguais).

Exemplo 5 : A média aritmética das alturas de um grupo de 16 pessoas é 1,78
metros. Se duas pessoas deste grupo, de 1,64 m e 1,82 m, foram substituidas por
outras duas de 1,52 m e 1,58 m, qual passou a ser a nova média aritmética das

alturas?
Resolugdo : Temos, inicialmente, que : % =1,78=>S5S=16x1,78 =
28,48 m. Esta é a soma das alturas das 16 pessoas do grupo inicial. Apds a

substituicdo das duas pessoas, a soma de alturas passou a :
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S’ =2848—1,64—1,82+ 1,52+ 1,58 = 28,12 m

Como o grupo continuou com 16 pessoas, a média aritmética das alturas

S 2812
passoua: My =—=——= 1,76 m.
16 16

Exercicios Propostos

6) (CEFET/MG — 2020) Joana estd ansiosa para saber seu conceito final em
Matematica, que esta condicionado a média aritmética das notas obtidas nas
guatro provas da disciplina. O quadro abaixo apresenta a correspondéncia
entre os conceitos e os intervalos de notas.

Conceito Intervalo da nota
Insatisfatério 0<N<3
Regular 3<N<6
Bom 6 <N<8
Otimo 8<N<10

O sistema online da escola divulgou as quatro notas de Joana, como

especificado no quadro a seguir.

N, | N, | N, | N,
4 7 9 8
De acordo com essas notas, o conceito de Joana na disciplina de Matematica
foi :
a) Insatisfatério
b) Regular
c) Bom
d) Otimo
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Respostas
Capitulo 1 1) a)0,000534 km
1) 512,1024, 384 b) 126320 dg
2) 900, 600 c) 0,00000000534 km?
3) B d) 15000 L
4) C e) 0,000004536 dam?
5) B f) 737280 s
6) D g) 1°3'18”
h) 1,6416 km/h
Capitulo 2 2) A
1) 15 dias 3) B
2) B 4) B
3) B
4) B Capitulo 6
5) C 1) D
6) D 2) A
7) B 3) D
8) A 4) B
5) D
Capitulo 3 6) D
1) A 7) A
2) B 8) C
3) B 9) D
4) B 10) A
5) A 11)D
6) C 12)C
7) C 13)B
8) B 14) A
9) A 15) A
10) D 16) D
11)D 17)D
12)D 18)C
13)D 19) B
14)C 20) D
15)C 21)B
16) B
17)C Capitulo 7
18)A 1) C
2) A
Capitulo 4 3) D
1) D 4) B
2) A
3) C Capitulo 8
1) C
Capitulo 5 2) D
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4) A

Capitulo 9 5) A
1) D 6) D
2) B 7) C
3) B 8) C
4) A 9) D
5) C 10) C
6) B 11)B
7) A 12)C
8) D 13)C
9) C 14) D
10) A 15) A
11) Para demonstrar
12)C Capitulo 11
13) A 1) A
14)B 2) B

3) B

Capitulo 10 4) C
1) A 5) A
2) C 6) C
3) C

119



@ Matemadtica 2 — Pro-técnico CEFET Contagem
Professor : Leonardo G Rimsa

CEFET-MG

Referéncias Bibliogrdficas

BOSQUILHA, Alessandra; AMARAL, Jodo Tomds do. Minimanual Compacto de
Matematica — Ensino Fundamental. Editora Rideel.

IEZZI, Gelson; DOLCE, Osvaldo; MACHADO, Antonio. Matemadtica e Realidade. Sexto
ao Nono Ano. Atual Editora.

SILVEIRA, Enio; MARQUES, Cldudio. Matemdtica : Compreenséo e Prdtica. Sexto ao
Nono Ano. Editora Moderna.

DANTE, Luiz Roberto; VIANA, Fernando. Teldris — Matemadtica. Sexto ao Nono Ano.
Editora Atica.

POMPEO, José Nicolau; DOLCE, Osvaldo. Fundamentos de Matemadtica Elementar.
Volume 9 : Geometria Plana. Atual Editora.

LIMA, Elon Lages; CARVALHO, Paulo Cézar Pinto; WAGNER, Eduardo; MORGADO,
Augusto César. A Matemdtica do Ensino Médio — Volume 2. Editora SBM.

BARBOSA, Jodo Lucas Marques. Geometria Euclidiana Plana. Editora SBM.
RIMSA, Leonardo Gongalves. Matemadtica Financeira Concisa. IUS Editora.

Questdes de vestibulares anteriores do CEFET/MG : www.copeve.cefetmg.br.
Questoes extraidas da internet : endereco indicado em cada uma delas.

120


http://www.copeve.cefetmg.br/

